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Meinen umfangreichen Verlag auf dem Gebiete der Matheraatlaohen, 
der TaohniaOlieii und Naturwlisensohaftea nach allen Richtungen hin 
weiter aosEubanen, ist mein stetes durch das Tertranen und Wohlwollen 
zahlreicher hervorragender Vertreter obiger Qebiete von Erfolg begleitetes 
Bemühen, wie mein Verlagsketatog zeigt, und ich hoffe, daß bei gleicher 
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mir verbreitet werden, sollen das Publikum, welches 
1 Verlage Aufmerksamkeit schenkt, von den erschienenen, unter 
der Presse befindlichen und von den vorbereiteten Unternehmungen des 
Teubnerschen Verlags in Eenntnia setzen und sind ebenso wie das bis 
auf die Jüngstzeit fortgeführte jährlich zwei- bis dreimal neu gedruckte 
Veraelohiils des Verlags von B. O-. Teubner auf dem Gebiete der 
Kathematiä, der Teohnisehen and Naturwissenschaften nebst 
Qranzgebieten, 100. Ausgabe [XLVIH u. 272 8. gr. «], in allen Buch- 
handlungen unentgeltlich zn haben, werden auf Wunach aber auch unter 
Kreuzband von mir unmittelbar an die Besteller öbersandt. 
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Die Vorlesungen über die Yektorenrechnung sind an der 
Technischen Hochschule zu Gharlottenburg in der Zeit vom Sommer- 
Semester 1902 zum Wintersemester 1904/05 vor einem Auditorium 
gehalten worden, das sich aus Studenten der Technischen Hoch- 
schule und der Universität sowie aus Oberlehrern und Ingenieuren 
zusammensetzte. Es geschah zum erstenmal, daß an einer Berliner 
und, von wenigen Ausnahmen abgesehen, überhaupt an einer deutschen 

^ Hochschule den Yektormethoden ein besonderes Kolleg gewidmet 

wurde. Es hängt diese Erscheinung mit dem ablehnenden Stand- 
punkt zusammen, den allererste Mathematiker bis in die neueste Zeit 

\ hinein der Yektoranaljsis gegenüber eingenommen haben. Ist es 

ja überhaupt noch nicht lange her, daß die mathematische Welt 
den neuen Methoden ihre Aufinerksamkeit geschenkt hat. Aller- 
dings „verhält es sich mit allen solchen neuen Calouls so, daß man 
durch sie nichts leisten kann, was nicht auch ohne sie zu leisten 
wäre; der Vorteil ist aber der, daß, wenn ein solcher Calcul dem 
innersten Wesen vielfach vorkommender Bedürfnisse correspondirt, 
jeder, der sich ihn ganz angeeignet hat, auch ohne die gleichsam 
unbewußten Inspirationen des Genies, die niemand erzwingen kann, 
die dahin gehörigen Aufgaben lösen, ja selbst in so verwickelten 
Fällen gleichsam mechanisch lösen kann, wo ohne eine solche 
Hülfe auch das Genie ohnmächtig wird. So ist es mit der Er- 
findung der Buchstabenrechnung überhaupt; so mit der Differential- 
rechnung gewesen. Es werden durch solche Conceptionen unzählige 
Aufgaben, die sonst vereinzelt stehen, und jedesmal neue Efforts 
des Erfindungsgeistes erfordern, gleichsam zu einem organischen 
Beiche*\ Diese Worte, welche Gauß 1843 in einem Briefe an 
Schumacher schrieb, als ihm der baiyzentrische Kalkül von 
F. Möbius zur Beurteilung vorgelegt wurde ^), finden auch auf 
die Vektoranaljsis, als deren Vater Ferdinand Möbius angesehen 
werden kann, Anwendung und hätten „dem von der Gedanken- 
Ökonomie geforderten Instrument^' schon früher die Au&ierksam- 
keit der Mathematiker zuwenden sollen. 

Indessen scheinen erst die Erfolge, welche die Vektormethoden 
neuerdings in der Elektronentheorie und in der Frage einer elektro- 

1) Vffl. auch das Vorwort, welches Study seiner Geometrie der 
Dynamen ^eipzijz 1908, B. G. Teubner) vorausgeschickt hat, sowie seine 
Bemerkungen auf S. 696. 
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magnetischen Begründung der Mechanik errungen hahen, hierin 
Wandel geschaffen zu hahen. 

Die Tatsache, daß die mathematische Welt der Vektoranaljsis 
nur zögernd Ezistenzherechtigung zuerkannt hat, kt u. a. durch die 
Zweiteilung in deren historischer Entwickelung yerschuldet, welche 
mit den Namen Graßmann und Hamilton verknüpft ist. 

Während Hamilton das Produkt zweier Vektoren sofort 
wieder durch den zugehörigen Vektor ersetzt, führt Graßmann 
den seihständigen Begriff der Plangröße, des Bivektors, ein und 
haut, in weiterem Verfolg dieses Gedankens, sein System auf dem 
Begriff der Dimension oder, wie er sagt, der Stufe auf. Begnügt 
sich Hamilton mit dem Begriff des freien Vektors, so muß 
Graßmann naturgemäß nehen dem freien den gehundenen Vektor 
unterscheiden. Wenn demnach die Hamiltonsche Ausbildung der 
Vektoranaljsis auf den ersten Blick sehr viel einfacher erscheint, 
so muß doch hervorgehoben werden, daß die Entwickelung der 
Hamiltonschen Vektoranaljsis zu Eonzessionen nach der anderen 
Richtung hin gedrängt hat. Schon Maxwell erkannte, daß es 
wünschenswert sei, zwei Arten von Vektoren zu unterscheiden, die 
translatorischen und die rotatorischen oder, wie man heute sagt, die 
polaren und die axialen Vektoren, als deren t3rpische Repräsentanten 
die vektorielle Verrückung und das Vektorprodukt zweier solcher 
Verrückungen anzusehen sind. Und weiter ist zu bemerken, daß 
die geringere Einfachheit des Graßmann sehen Kalküls durch den 
größeren Umfang seines Anwendungsgebietes ausgeglichen wird. 
Wenn Herr Prandtl in einer Entgegnung auf einen Aufsatz des 
Herrn Mehmke die beiden Richtungen als geometrische und physi- 
kalische unterscheidet, so ist dieser Bezeichnung in dem Sinne zu- 
zustimmen, daß die von Hamilton-Heaviside inaugurierte Rich- 
tung in ihrer Anwendung vorzugsweise auf die Physik beschränkt, 
auf geometrische Probleme nur in geringem Umfange anwendbar 
ist, da sie für das Dualitätsprinzip keinen Platz hat. Dahingegen 
läßt die von Graßmann begründete Richtung Anwendungen auf 
die Geometrie im weitesten Sinne des Wortes wie auch auf die 
mathematische Physik zu. 

Der Zweck meiner Vorlesungen war nim der, die Studenten mit 
dem fundamentalen Begriff des Vektors vertraut zu machen und die 
vielseitige Verwendbarkeit desselben in den Gebieten der Geometrie, 
Statik, Kinematik, der Kinetik und der mathematischen Physik 
aufzudecken, insbesondere darzulegen, wie man aus einer einzigen 
Vektorformel bloß durch verschiedene Deutung zu neuen Sätzen 
in verschiedenen Gebieten gelangen kann. Hiermit war von vom- 
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herein die Graßmannsche Auffassung der .Vektoranalysis als die 
naturgemäße gegeben. Anderseits mußte ich mich bei einer Vor- 
lesung, die sich nur über ein Semester erstreckte und mir nur 
zwei Stunden wöchentlich zur Verfügung stellte, damit begnügen, 
aus den verschiedenen Gebieten einige wenige charakteristische 
Beispiele herauszugreifen. Bei der Auswahl der Anwendungen 
habe ich mich in den verschiedenen Semestern von dem Studien- 
gange meiner Zuhörer leiten lassen, wodurch eine Bevorzugung 
der geometrischen Mechanik entstanden ist. Und wenn ich auch 
auf Fragen, die von dem Ideenkreise einer technischen Hochschule 
weiter abzuliegen scheinen, wie etwa die Kurven- und Oberflächen- 
erzeugung, näher eingegangen bin, so liegt dies an Wünschen, die 
mir gerade von Studenten der technischen Wissenschaften vielfach 
ausgesprochen worden sind. Die starke Heranziehung der neueren 
Dreiecksgeometrie ist durch Eücksichten auf die Interessen .der 
Oberlehrer veranlaßt. 

Bei einer Einführung in die Vektorvorstellungen kann man 
verschiedene Wege einschlagen, man kann, wie es Peano durch- 
geführt hat, die erforderlichen Bechengesetze aus geometrischen 
Beziehungen entwickeln oder, wie es Graßmann getan hat, um- 
gekehrt diese Gesetze abstrakt begründen, um sie nachher auf die 
geometrischen Gebilde anzuwenden. Im Laufe der Vorlesungen 
hat es sich mir als das einfachste und kürzeste Verfahren erwiesen, 
den historischen Gang innezuhalten, also von der Punktrechnung 
auszugehen und aus der Definition des Vektors als Punktdifferenz 
zunächst die Gesetze der Vektoraddition herzuleiten. Dabei nahm 
ich Gelegenheit zu betonen, daß diese Definition keine bloße 
mathematische Abstraktion sei, wie sich zeigt, wenn ich z. B. das 
Potential als Punkt' auffasse. Denn alsdann läßt sich die Punkt- 
differenz als Potentialdifferenz, also als eine durchaus physikalische 
Größe deuten. Die Gesetze der Vektormultiplikation führe ich sodann 
auf Festsetzungen zwischen den Einheitsvektoren zurück und benutze 
für die Ausdehnung ihres Geltungsbereiches das Prinzip der Permanenz. 

Die Vorlesungen zerfallen in zwei Hauptabschnitte dadurch, 
daß ich neben den räumlichen Vektoren die in den meisten Büchern 
über Vektoranalysis stiefmütterlich bedachten Vektoren der Ebene 
ausführlich behandle. Dies geschieht deshalb, weil sich die Theorie 
hier besonders einfach gestaltet, dann aber auch, um zu zeigen, 
was sich schon mit diesem elementaren Werkzeug erreichen läßt. 

Ich habe Wert darauf gelegt, mit einem Minimum von Be- 
griffen auszukommen imd jeden unnötigen Ballast zu vermeiden. 
Und um dein Studenten Gelegenheit zu geben, das Erlernte an 



VI Vorwort. 

Beispielen einzuüben und zu befestigen, sind den einzelnen Kapiteln 
Übungsaufgaben beigegeben. 

Was femer die Bezeichnung anbetri£Ffc, so babe ich die 
Vektoren durch fettgedruckte kleine Buchstaben dargestellt, und 
zwar die freien Vektoren durch lateinische, die gebundenen durch 
deutsche Buchstaben. In den Vorlesungen habe ich mir so ge- 
holfen, daß ich an der Tafel unter die betreffenden Buchstaben 
einen Strich gesetzt habe. Für die Bezeichnung des äußeren 
Produktes habe ich mich der von Graßmann eingeführten eckigen 
Klammem bedient, die allerdings in vielen Fällen, wo kein Miß- 
verständnis möglich ist, auch weggelassen worden sind.- 

Zum Schluß noch ein Wort über die von mir benutzte Literatur, 
soweit sie nicht im Text selber angemerkt worden ist. Abgesehen 
von den Originalarbeiten Graßmanns verdanke ich den stärksten 
Impuls meinem für die Wissenschaft viel zu früh verstorbenen 
Freunde Ferdinand Caspary, der, neben Viktor Schlegel, von 
der Tragweite und Fruchtbarkeit der Graßmann sehen Methoden 
frühzeitig eine klare Vorstellung besessen hat, zu einer Zeit, wo 
der Stettiner Meister in seinem Vaterlande noch wenig Beachtung 
gefunden hatte (vgl. meinen Nachruf auf Ferdinand Caspary, 
Leipzig 1903, B. G. Teubner). Außer den wohlbekannten Werken von 
V. Schlegel (System der Raumlehre, Leipzig 1872, B. G. Teubner), 
Kelland and Tait (Introduction to quatemions, London 1873, 
Macmillan and Co.), W. Schell (Theorie der Bewegung und Kräfte, 
Leipzig 1879, B. G. Teubner), J. Lüroth (Grundriß der Mechanik, 
München 1881, Ackermann), A. Schoenflies (Geometrie der Be- 
wegung, Leipzig 1886, B.G. Teubner), E.W. Hyde (The directioiial 
calculus based upon the methods of Hermann Grassmann, Boston 
1890, Ginn and Co.), Peano (Calcolo geometrico, Torino 1888, 
Bocca) und F. Klein und A. Sommerfeld (Über die Theorie des 
Kreisels I, Leipzig 1897, B. G. Teubner), habe ich noch die neuer- 
dings erschienenen Bücher: Bucherer, Elemente der Vektor- 
analysis, Leipzig 1904, B. G. Teubner. — M. Abraham und 

A. Föppl, Theorie der Elektrizität I. Zweite Auflage, Leipzig 1904, 

B. G. Teubner. — B. Gans, Einführung in die Vektoranalysis, Leipzig 
1905, B. G. Teubner, sowie die betreffenden Enzyklopädieartikel 
von Tim er ding und Abraham benutzt. 

Es ist mir schließlich eine angenehme Pflicht, der Verlags- 
buchhandlung fCLr ihr liebenswürdiges Entgegenkommen und Ein- 
gehen auf meine vielfachen Wünsche meinen Dank auszusprechen. 

Wilmersdorf, den 9. April 1905. "l? J li Tta 
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Erstes Kapitel. 
Addition und Subtraktion yon Punkten. 

1. Definition. — Ich frage zunächst^ was soll es heißen^ 
zwei Punkte zn addieren. Yon vornlierein ist es ja nicht ohne 
weiteres klar^ was man unter der Summe XÄ + fiB zweier 
Punkte Äj B za verstehen hat. Ich sehe mich daher nach 
einer Analogie um^ denke mir die Punkte als Massenpunkte 
und übersetze die Frage in die Sprache der Mechanik. Als- 
dann lautet sie: Wodurch läßt sich das System zweier Massen- 
punkte^ von denen der eine mit der Masse X^ der andere mit 
der Masse [i belegt ist^ ersetzen? 

Nun^ das Hebelgesetz sagt mir^ daß die Summe zweier 
Massenpunkte in ihrer statischen Wirkung durch einen Massen- 
punkt vertreten werden kann^ daß diesem einen Punkt die 
Massenbelegung k + [i zxi erteilen ist^ und endlich daß dieser 
Punkt auf der Verbindungslinie AB liegt und sie im Verhältnis 
fiik teilt. 

Indem ich die mechanische Einkleidung fallen lasse ^ ins- 
besondere die von der Mechanik geforderte Einschränkung^ 
daß X, fi positive Zahlen bedeuten^ setze ich allgemein fest 
die Definition: 

Die Summe XÄ + (iB 0weier Punkte Ä, B mit den bezüg- 
lichen Gewichten X, fi soll wieder einen Punkt mit dem Gewicht 
X + ^ darstellen, und zwar einen Punkt der Geraden AB derart, 
daß er die Gerade im Verhältnis [i:X teilt, also 

Jahnke, Vorlesungen über die Vektorenrechnnng. ± 



2 Erstes Kapitel. Addition und Subtraktion von Punkten. 

WO X, fi bdiebige Zahlen bedeuten, welche entweder die Gewichte 
oder die Koeffizienten der Punkte A, B heißen}) 

Diese Definition läßt sich noch anders schreiben. Setze ich 

X + [i ^ — V, 
so wird 

XÄ + [iB + vC^O, X + ii + v^O. 

und dies ist gleichzeitig die notwendige tmd hinreichende 
Bedingung dafär^ daß die drei Pnnkte Ä, B,C in gerader Linie 
liegen. 

Häufig empfiehlt es sich; jene Formel in der Porm 
C = X'Ä + y!B zu nehmen, wo X' + ft' = 1. 

Für das Rechnen mit Punkten setze ich noch fest, daß 
die Additions- und Subtraktionsregeln der gewöhnlichen Algebra 
bestehen bleiben sollen. Es ist dies nichts anderes als das 
Prinzip von der Permanenz der gewöhnlichen Bechenregeln, 
ein Prinzip, welches die ganze Arithmetik beherrscht. Dieses 
Prinzip ist nicht etwa logisch notwendig, sondern wird einzig 
und allein von der auch in der Wissenschaft so wünschens- 
werten Ökonomie gefordert. 

Ich will jetzt an einigen Beispielen das Rechnen mit 
Punkten erläutern und gleichzeitig zeigen, wie die analytische 
Darstellung eines Punktes unmittelbar zu seiner geometrischen 
Konstruktion führt. 

^ E F 

-P o O O ■ o 



Flg. 1. 

2. Übungen, — 1) J? + (7 = 22), dann bedeutet D den 
Mittelpunkt der Strecke BC (Fig. 1). 

2) 2B+C^3E, B + 2C^3F, dann sind E und i^ die 
beiden Drittelungspunkte der Strecke BG, und zwar teilen sie 
BC im Verhältnis 1:2 bzw. 2:1 (Fig. 1). 

1) EigentKch hätten wir an Stelle des Plus- und Minuszeichens 
neue Zeichen einführen müssen, da sie doch hier in einer neuen Be- 
deutung gebraucht werden. Aus Gründen der Ökonomie behalten wir 
aber die alten Zeichen bei und erweitem das Feld ihrer Verwendbarkeit. 
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3) Den Punkt 2B + 30 zu konstruieren. Der gesuchte 
Punkt hat das Gewicht 5 und teilt die Strecke BG im Ver- 
hältnis 6:2. 

4) Den Punkt 2B -^ C zu finden. Er heiße G, dann ist 
2B=C + G, also müßte B der Mittelpunkt der Strecke CG 
sein, d. h. G teilt die Strecke BC außen im Verhältnis 1 : 2 
(Fig. 2). 



A:-.. 



-^*.- -^C 



& B 

Fig. S. 

5) Den Punkt 55 — 3(7 zu zeichnen. 

6) Was bedeutet B+C-Ä7 
Ich behaupte: einen Punkt. In 
der Tat, setze ich an 

B + C-Ä^-H, / 

80 folgt ■®*-~~, \ 

B + C=^Ä+H. "^-^..^ \ / 

Links steht ein Punkt, also ^'^^-V'^ 

muß auch rechts ein solcher B 

stehen, d. h. H kann nur Punkt ^^^' '* 

sein. Wie finde ich H? Es ist der vierte Punkt des 
Parallelogramms, von dem Ä, B, G drei Ecken sind, und 
zwar ist es der Gegenpunkt zu Ä (Fig. 3). 

7) Den Punkt 4B + 3C - 6Ä zu finden. 

8) Den Punkt 4B — 2C7 — J. = «7zu finden. Mit welchen 
Punkten liegt dieser Punkt J kollinear? 

9) Den Punkt - |JB + |(7 - ^^ zu finden. Es ist zu 
beachten, daß 

— yB + yC — -^Ä = — ^A, 

woraus 

6B-2G + A=^5X. 

Dieser Punkt ergibt sich auch als Schnittpunkt dreier Trans- 
versalen des Dreiecks ABG. Nämlich, setze ich 

3B-G^2A!, 2G-A^B\ ^ + 6-B = 7C', 
80 ist 

bX = A + 4:Ä^&B'-N 2G + 1C, 
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also liegt X kollinear mit den Punktpaaren Ä, Ä\ B, B'] C, C 
(Fig. 4). 

10) Die verscliiedene Anordnung 

A-^B+C'+D^ {Ä + B) + (C+D) - {Ä + B) + (B+C) 

^{A + C) + {B + B) 

fahrt unmittelbar zu dem folgenden Viereckssatz ^): Verbinde 
icb die Mitten je zweier Gegenseiten und der beiden Diagonalen 
eines Vierecks^ so schneiden sich diese Transversalen in einem 
Punkt; welchen man den Mittelpunkt des Vierecks zu nennen 
pflegt. Jede der Transversalen wird durch ihn halbiert. 

11) Welcher Viereckssatz fließt aus der Gleichheit 

aÄ + hB+cC+dD^ {aÄ + IB) + {cC+ dB) 

^{aA + dB)'^Q>B+cG)^{aA + cC) + Q)B + dB)'i 




Fig. 4. 



3. Ber Schwerptmkt der Ecken des Breiecks. — Die in 
Nr. 1 ausgesprochene mechanische Deutung der Definitions- 
gleichung führt zu einer einfachen Bestimmung des Schwerr 
Punktes ebener Vielecke. 

Ich frage zunächst nach dem Schwerpunkte der drei 
Ecken des Dreiecks ABC. Diese mögen gleiche Gewichte 
haben^ so kann ich nach Nr. 1 die Summe der beiden Punkte 

1) Bleibt auch noch gfiltig für den Batim, d. h. für das Tetraeder, 
vgl. Nr. 68. 



Der Schweipnnkt der Seiten des Dreiecks. 5 

By G durch ihren Schwerpunkt^ d. i. Mittelpunkt ersetzen und 
schreiben B + G =^ 2Ä'. Jetzt habe ich es nur mit den beiden 
Punkten Ä und Ä' zu tun^ von denen der letztere das doppelte 
Gewicht des anderen trägt. Die Summe Ä + 2Ä läßt sich 
aber wieder darstellen als ein Punkt mit dem Gewichte 3^ so 
daß ZS^A + 2Ä oder 

^8^A + B+C. 

Die verschiedene Anordnung 

^8^A + {B+G)^B + {C+Ä)^G + {A + B) 

liefert unmittelbar die elementare Konstruktion des Schwer- 
punktes der Ecken eines Dreiecks. 

Die eben angestellte Überlegung läßt sich übertragen auf 
ein Dreieck; dessen Ecken die Gewichte X^ [i, v haben^ und 
führt zu der Darstellung 

{X + ^ + v)8^1A + ilB+vG 
oder 

S^XA + iiB+vC, X + iL + v^\ 

für den Schwerpunkt der Ecken des Dreiecks ABC mit den 
Gewichten Xy fi, v. 

4. Der Schwerpunkt der Seiten des Dreiecks. — Ich frage 
weiter nach dem Schwerpunkt S^ der Seiten eines Dreiecks und 
lege dabei folgende Definition zugrunde: Der Schwerpunkt der 
homogen mit der Masse 8 hdegtert Strecke BC stdtt sich da/r cds 

Diese Definition führt offenbar den Schwerpunkt einer Massen- 
strecke auf den Schwerpunkt eines Massenpunktes zurück. 

Ich kann hiemach die homogenen Seiten des Dreiecks 
ersetzen durch die Massenpunkte 

deren Schwerpunkt sich aus Nr. 3 finden läßt. Er ergibt sich 
^° 2D = 5 + C, 2E==C + Ä, 2F = A + B. 
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Hieraus folgt sofort eine erste Konstruktion: Zeichne das 
Mittendreieck BEF, teile EF im Verhältnis c:6, FD im 
Verhältnis aic und verbinde diese Teilpunkte mit den Gegen- 
ecken des Mittendreiecks; so ergibt sich als Schnitt der ge- 
suchte Punkt. Den Schwerpunkt erhalte ich hier als den 
Inkreismittelpunkt des Mittendreiecks zu ABC, Übrigens kann 
ich auch EF durch D' im Verhältnis c:6 und DD' im Ver- 
hältnis 6 -f c : a teilen. 

Eine andere Konstruktion ergibt sich^ wenn der obige Aus- 
druck für S' durch Einführung der Darstellung für D, E, F 
transformiert wird: 

2(a 4- 6 -f c) iS'= (6 + c) J. + (c H- a) JB -f (a 4- 6) (7 

=^{a + 1 + c) {A + B + C) - (aA + lB -^ cC) 
oder 

wo S den Schwerpunkt der drei Ecken und J den Inkreis- 
mittelpunkt des Dreiecks ABC bezeichnet. Hiemach finde 

ich S\ indem die Strecke JS 
über S hinaus um ihre Hälfte 
verlängert wird (Fig. 5). 

5. Der Schwerpimkt des Vier- 
jo^S' ] "^^^-v^ ecks, — Seien A^, A^^ A^, A^ 

vier Punkte der Ebene, jeder 
mit der Masseneinheit behaftet, 
Fig. 5. dann ist ihr Schwerpunkt 

und wird gefunden als Schnittpunkt der Verbindungslinien der 
Mitten je zweier Gegenseiten und Diagonalen (vgl. Übung 10 
auf S. 4). Ich will den Punkt M den Mittelpunkt des Vierecks 
nennen. 

Wird nach dem Schwerpunkt der vier Seiten eines Vier- 
ecks gefragt, die homogen mit Masse belegt sind, so ergibt 
sich derselbe in der Form a^A^ + a^A^ -^^ a^A^ -\' a^A^y wo 
A^, A^y . r . die Mitten der Seiten A^A^^ A^A^, , . , bezeichnen, 
oder in der Form 

(ai + a^ A^ + («2 +a^A^+ (a^ + aj Aq + (a^ + a^) A^, 




Der Schwerpunkt dßs Yierecks. ^ 

Er wird daher gefunden^ indem ich die Seiten des Mitten- 
parallelogramms im Verhältnis % : a^; ag : o^; . . . teile und die 
Teilpnnkte je zweier Gegenseiten verbinde oder die Diagonalen 
-4^-43, A^A^ des ursprünglichen Vierecks im Verhältnis 
% + «4 : «1 + «a» bzw. a^ + Oiia^ + a^ teile und die Verbindungs- 
linie halbiere. 

Um endlich den Schwerpunkt des homogenen Vierecks zu 
finden, schicke ich folgende Definition (vgl. Nr. 24) voraus: Der 
Schwerpunkt der homogenen Dreiecksfläche ABC stdlt sich dar in 

der Form d ( — "^ — j, wenn d die Gesamtmasse des Dreiecks 

bedeutet, 

Teile ich daher die homogene Vierecksfläche A^ A^ A^ A^ 
durch die Diagonale A^ A^ in die beiden Dreiecke A^ A^ A^ 
A^A^A^y deren Inhalte d^ bzw. 6^ seien, so kann ich diese Dreiecke 
durch die Punkte \8^{A^-\-A^ + A^ bzw. \6^ {A^ + A^^ A^ 
ersetzen, und ich habe den Punkt zu suchen, der diese beiden 
Massenpunkte vertreten kann. Ich setze an 

3(JS=*i(J^ + ^3+^J + *3(^i + ^ + ^J, 8^+8^=6 

und finde nach einer leichten Umformung 

3*5 = *(^i + ^ + ^3+ ^J - {8^A^+8^A,\ 

Wird jetzt 8^A^-\' 8^A^= 8 gesetzt, so erhalte ich 

3iS=^i + ^ + J.3+^,-0. 

Um die Bedeutung des Punktes zu erkennen, ziehe ich 
in dem Viereck die zweite Diagonale A^A^ und bezeichne die 
Inhalte der entstehenden Teildreiecke mit 8^ bzw. d^; ich habe 
dann in der obigen Rechnung nur die Indices 1,3 gegen 2,4 
zu vertauschen, so ergibt sich eine neue Formel 

3S' = ^i + J, + ^3 + ^4-0', 
wo 

80'^8^A^-\-8^A^. 

Setze ich jetzt voraus, daß die homogene Vierecksfläche nur 
einen Schwerpunkt habe, so kann ich S^ =^ S setzen, dann 
aber muß auch 0^=0 sein, also 

80 = 8^A^ + *3^3= *2^ + 8^A^, 



8 Erstes Kapitel. Addition und Subtraktion von Punkten. 

Hieraus lese ich ab^ daß der Punkt einmal auf ^^^^ dann 
aber auch auf ^^4 liegen muß^ d. L ist der Schnittpunkt 
der Diagonalen Äj^Ä^, A^Ä^, 

Die obige Formel^ welche übrigens bereits yonH.Graßmann 
gefunden worden ist (vgL Ges. W. 11 2, S. 82), führt zu zahl- 
reichen Konstruktionen für den Schwerpunkt einer homogenen 
Yierecksfläche, wie man in einer Abhandlung des leider so 
früh ins Orab gesunkenen Ferdinand Gaspary nachlesen 
kann (Nouvelles Annales (3) 17, 389—411, 1898; vgl. auch 
Bull. Soc. Math. F. 28, 143 — 146, 1900). Hier genüge es, eine 
anzugeben. Schreibt man die genannte Formel unter Ein- 
führung des Punktes M wie folgt 

3iS = 4Jlf- 0, 

und erinnert sich an die Entstehung der Punkte M und 0, 
so erkennt man folgende Konstruktion: Halbiere die Seiten 

des Vierecks und ver- 
binde die Mitten je 
zweier Gegenseiten, so 
ergibt sich als Treff- 
punkt M. Verbinde 
diesen mit dem Dia- 
gonaldurchschnitt 
und verlängere die 
Strecke MO über M 
hinaus um ihren drit- 
ten Teil, so ist der 
Endpunkt der gesuchte Punkt 8 (Fig. 6). 

6. Übungen. — 1) Den Schwerpunkt des durch seine Ecken 
gegebenen Fünfecks zu finden. 

2) Den Schwerpunkt der Ecken des Mittendreiecks zu 
finden. 

3) Werden die Seiten eines Dreiecks durch drei beliebige 
Punkte in je zwei Abschnitte geteilt, so liegt der Schwerpunkt 
des Dreiecks kollinear mit dem Schwerpunkt der drei Teil- 
punkte sowohl als auch mit dem Schwerpunkt der Mitten dreier 
nicht anstoßender Abschnitte. 
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4) Zu beweisen^ daß sich der Schwerpunkt des homogenen 
Fünfecks in der Form darstellt SS=Äi+A^+A^+A^+Ä^-20. 
Welche Bedeutung kommt hier dem Punkte zu? 

5) Der zu JB, (7^und D harmonisch gelegene vierte Punkt, 
welcher dem Punkte ((i + v)D = [iB + vC zugeordnet ist, 
stellt sich dar in der Form: ([i -- v)D^ == [iB — vC. 

6) Ein n-Eck von ungerader Seitenzahl ist durch die 
Mittelpunkte seiner Seiten vollständig bestimmt, anders ein 
n-Eck von gerader Seitenzahl; im letzteren Falle besteht 
zwischen den Seitenmittelpunkten B^, J5^, ... die Beziehung: 

7. Darstellung eines Punktes der Ebene. Historisch. — 
Wie aus dem Vorstehenden ersichtlich, läßt sich jeder Punkt 
der Ebene durch drei beliebige Punkte derselben Ebene linear 
darstellen. Will man es noch besonders beweisen, so kann 
man so sagen: Seien gegeben die Punkte E^, E^y E^ und P. 
Bringe die Linien PE^ und E^E^ zum Durchschnitt X, dann 
stellt sich dieser Schnittpunkt, weil er sowohl zu E^^ E^ als 
zu Ey^y P kollinear liegt, in der Form dar 

X^mE^-^-nE^y m + w = l, X = ^i?i + i/P, ft + v = l, 

woraus 

mE^ + nE^ = ^ JBj + i/P, m + n = (i + v. 

Setze ich — (i = x^, m = x^, n = x^j so folgt 

(iCi + x^ + x^P = x^E^ + x^E^ + ^3-^3 
oder 

P= x^E^ + x^E^ + x^E^, x^+x^ + x^^ 1, 

d. h. jeder Punkt der Ebene läßt sich linear durch die Ecken 
eines beliebigen Bezugsdreiecks darstellen. Nebenbei bemerkt, 
folgt hieraus, daß die Geometrie der Ebene bereits in der 
Geometrie des Dreiecks enthalten sein muß. Die Koeffizienten 
Xi, x^yX^ heißen die Gewichte oder die homogenen Koordinaten 
des Punktes; bekanntlich sind es die ersten homogenen 
Koordinaten, welche in der Geschichte der Mathematik auf- 
getreten sind. 



10 Erstes Kapitel. Addition und Subtraktion von Punkten. 

Der fundamentale Gedanke^ welcher diesem ersten Kapitel 
zugrunde liegt: jeden Punkt der Ebene als Schwerpunkt dreier 
beliebiger Punkte aufzufassen^ rührt von Ferdinand Mobius 
her, der ihn in seinem Werke: Der haryzentriscke KoHhil (1827) 
ausgesprochen hat. Die Koordinaten nennt er baryzentrische 
Koordinaten. 

Da der weitere Ausbau der Vektorrechnung an diesen 
Möbiusschen Gedanken angeknüpft hat, so muß Ferdinand 
Mobius als der Vater der Vektorrechnung angesprochen 
werden. Charakteristisch für den neuen Kalkül ist einmal das 
Operieren mit den Punkten selber, statt erst den Umweg über 
die Koordinaten zu nehmen, und zweitens das unmittelbare 
Umsetzen der Formel in die Zeichnung und umgekehrt, so 
daß hier der Unterschied zwischen der analytischen und syn- 
thetischen Behandlung verschwindet. 



Zweites Kapitel. 
Die freien Yektoren: Addition und Subtraktion. 

8. Definition des freien Vektors. — In dem ersten Kapitel 
haben wir gelernt ^ an Punkten die Operation der Addition 
und Subtraktion vorzunehmen. Dabei ist der Fall X+ fi=^0, 
wofür die Definition an der Spitze des ersten Kapitels zu ver- 
sagen scheint^ zunächst beiseite gelassen worden. Ihn wollen 
wir jetzt näher betrachten. Ich frage alsO; was bedeutet die 
Differenz B—Ä? Hierauf antworte ich mit der Definition: 
Die Differenz B—A stellt der Größe y der Richtung und dem 
Richtungssinn nach die Strecke AB dar, welche von A nach B 
gerichtet ist, oder kurz den Vektor AB. 

Statt Vektor^ wie Hamilton^ sagte man früher auch gerichtete 
oder orientierte Strecke oder einfach^ wie H. Graßmann^ Strecke, 

Was heißt es nun, zwei Vektoren sind einander gleich? 
Offenbar werde ich die Vektoren dann einander gleich nennen 
dürfen, wenn sie in allen Eigenschaften übereinstimmen, welche 
die Definition als charakteristisch für sie hinstellt. Dem- 
nach besagt die Gleichung JB — J. = D — (7, daß die beiden 
Strecken AB und CD in Größe, Richtung und Richtungssinn 
übereinstimmen. 

Wohlgemerkt, über die Lage eines Vektors wird nichts 
ausgesagt. Demnach folgt aus der obigen Definition, daß die 
Vektoren parallel zu sich selber verschiebbar sind. Ein Vektor 
der Ebene kann parallel sich selber in der Ebene verschoben 
werden. Er ist frei in seiner Bewegung, deshalb wollen wir 
den Vektor, wie er durch die obige Definition gegeben ist, einen 
freien Vektor nennen. Wenn ich also von zwei Vektoren nur 
weiß, daß sie gleiche Länge haben, sind sie immer noch ver- 
schieden, denn sie unterscheiden sich ja durch die Richtung. 

Ich will hierfür sogleich eine einfache Übung anschließen. 
Sind vier Punkte in der Ebene derart gegeben, daß 
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B — Ä = C — D, so folgt hieraus, daß auch B — (7 = -ä. — D, 
und weiter daß B + D = Ä+ C, und diese Gleichungen 
sprechen elementare Eigenschaften des Parallelogramms aus. 

9. Bezeichnung der freien Vektoren, — Um die Schreib- 
weise abzukürzen, will ich mich zur Bezeichnung des freien 
Vektors eines einzigen Buchstabens bedienen. Ich wähle dazu 
einen kleinen lateinischen, fettgedruckten Buchstaben.^) Dem- 
nach soll a einen freien Vektor, a seine numerische Länge 
bezeichnen. Die Gleichung b = a sagt dann aus, daß die 
beiden Vektoren a, b parallel sind, gleiche Lange und gleichen 
Bichtungssinn haben; die Gleichung b = — a, daß sie parallel, 
gleich lang, aber entgegengesetzt gerichtet sind; femer die 
Gleichung b = Aa, daß sie parallel sind, daß ihre Längen im 
Verhältnis a:& = 1: |X{ stehen, und daß sie gleich oder entgegen- 
gesetzt gerichtet sind, je nachdem X positiv öder negativ ist. 




rig.7. 

Um in den Figuren den Sinn eines Vektors zu bezeichnen, 
werde ich einen Pfeil verwenden, dessen Spitze die positive 
Richtung angibt. Für die Winkelbeziehungen zwischen den 
Vektoren setze ich einen bestimmten Drehungssinn fest, die 
Drehung entgegen der Richtung des Uhrzeigers sei die positive 

1) Um in der Vorlegung die Vektoren an die Tafel zu schreiben, 
habe ich mir so geholfen, daß ich die kleinen lateinischen Buchstaben 
unterstrichen habe. 
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10. Addition wnd Subtraktion der freien Vektoren: Polygonale 
Methode, — Seien Pi, p, zwei beliebige Vektoren, welche 
addiert werden sollen. Da ich jeden Vektor parallel zu sich 
selber verrücken darf, verlege ich den zweiten derart, daß sein 
Anfangspunkt in den Endpunkt des ersten fallt, dann kann 
ich schreiben: 

Pi = -Pi - -Po, 

P,=-P8--Pl, 

woraus 

Die Konstruktion der Differenz p^ — p, laßt sich hierauf 
zurückführen, wenn ich schreibe p^H- (— p^). Ich habe nur nötig 
an dem gegebenen Vektor Pg den Bichtungssinn umzukehren. 
Das liegt daran, daß der Vektor — p^ den zu p, parallelen 
Vektor von gleicher Länge, gleicher Richtung, aber entgegen- 
gesetztem Richtungssinn bedeutet. 

Sind n beliebige Vektoren pi, p2, ... Pn gegeben und soll 
die Summe 

konstruiert werden, so setze ich 

P2=£a(P8-Pl), 






P„ = «„(Pn-P«-l) 

und finde 

«lPl + «2P2H 1- «nPn=Pn — Po. 

Demnach: TJm die algebraische 
Summe 

«lPl+ «2P2H h^nP» ^4-^o=l>i-l>j-l>8-l>4 

m zeidmen, ziehe ich du^ch einen beliebigen Punkt Pq den 
Victor P^--Pq= 6^ Pi, d, h. parallel mit p^, von gleicher Länge 
mit Pi und gleichem oder entgegengesetztem Bichtungssinn, je 
nachdem «^ = + 1 oder — 1 ist; du/rch den Endpunkt P^ zidie 
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ich den Vektor F^ — F^^ e^ P2, usw., schließich durch den Punkt 
P„_i den Vektor Pn — Pn— 1 = ««p«. Alsdann stdlt der Vektor 
F„ — Po die gegebene Vektorsumme dar (Fig. 8 s. S. 13). 

Fällt der Punkt P„ mit Po zusammen^ so ist die Differenz 
Fn — Po gleich Null und das Polygon Pi P» . . . P„ ist ge- 

sclilossen. Daher sagt die Gleichung «iPt + S3 psH h ««p« = 

aus^ daß die Vektoren Pi^ • . . Pn ein geschlossenes Polygon bilden. 
In dem Fall n = 3 tritt die Gleichung gewöhnlich in der 
Form auf a + b + C «= und bedeutet, daß sich die Vektoren a, b, C 
zu einem Dreieck zusammensetzen lassen. 

11. Addition und Subtraktion der Vektoren: Polare Methode, 
— Ich will für die Addition und Subtraktion der Vektoren 
noch eine zweite Methode mitteilen, welche in manchen Fällen 
vor der anderen Vorzüge besitzt. 

Die zweite Konstruktion ver- 
langt die Annahme eines be- 
liebigen Punktes als gemein- 
samen Poles. Alsdann kann ich 
schreiben 

Pi = «1 (-^1 - 0), 





"y^A 




Setze ich -4i + ^2 + 



nO. 



P„ = £n ( A — 0) 

und finde 

«1P1+ «aPsH h «nPn 

= ^1 + ^2 H +Än 

WO M den Mittelpunkt des Polygons bezeichnet, so wird 

«iPi + fiaPa + h «nPn = n(M— 0)=^B — 0. 

Um also die gegebene Vektorsumme zu zeichnen, habe 
ich zunächst den Mittelpunkt M des von den Vektorendpunkten 
gebildeten Polygons zu finden. Er ergibt sich in analoger 
Weise, wie wir bereits Ä^ + A^ + Ä^ + A^ konstruiert haben. 
Das w- fache des Vektors M — stellt dann die Vektorsumme 
dar (Fig. 9). 
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In dem Falle n = 3 ist M nichts anderes als der Schwer- 
punkt des homogenen Dreiecks A^A^A^. 

Werfen wir noch einen vergleichenden Blick auf die 
polygonale und die polare Methode: Wahrend das Poldiagramm 
hinter dem Polygondiagramm an konstruktiver Einfachheit 
zurücksteht; hat es vor diesem den Vorzugs daß es die 
Winkelbeziehungen zwischen den einzelnen Vektoren wnmitteh 
har abzulesen gestattet. 

Dabei ist hervorzuheben, daß in einem Vektordreieck 
z. B. die Winkel zwischen den Vektorseiten die Supplemente 
zu den gewöhnlichen Dreieckswinkeln sind, so daß der Funda- 
mentalsatz der elementaren Geometrie der Ebene die Form 
annimmt: In einem Vektordreieck ist die Winkelsumme gleich 
vier Rechten (vgl. Fig. 7). 

12. Deutung der freien Vektoren in der Mechanik wnd 
Physik. — Betrachte ich ein materielles System, dessen Be- 
wegung in der Ebene vor sich geht, so kann ich die unendlich 
kleine Schiebung als einen Vektor auffassen, denn ihr entspricht 
erstens eine bestimmte Geschwindigkeit im Zeitelement — und 
diese wird durch die Länge des Vektors gemessen — zweitens 
eine bestimmte Bichtung und Richtungssinn — und diese liefern 
Richtung und Sinn des Vektor». Alsdann müssen die Regeln, 
welche wir für die Vektoraddition aufgestellt haben, auch 
gelten für die Zusammensetzung von Schiebungen — ein wohl- 
bekanntes Resultat. Insbesondere folgt das Parallelogramm der 
Schiebungen aus dem Polardiagramm für den Fall w «= 2. Wird 
die Resultante zu mehr als zwei Schiebungen gesucht, so ist 
man gewohnt, zum Polygondiagramm überzuspringen. In Nr. 11 
ist gezeigt, wie die Methode des Parallelogramms der Schie- 
bungen auf den Fall n> 2 ausgedehnt werden kann. 

Wann kommt das materielle System wieder in seine ur- 
sprüngliche Lage zurück? Die Bedingung hierfür nimmt ver- 
schiedene Formen an, je nachdem ich das Polygon- oder das 
Poldiagramm zugrunde lege. Im ersteren Fall lautet die Be- 
dingung: Das Schiebepolygon muß sich schließen; im anderen: 
Der Mittelpunkt des von den Endpunkten der Schiebungen 
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gebildeten Polygons muß in den gemeinsamen Pol aller Schie- 
bungen fallen. 

Neben dem kinematischen Vektor der Schiebung gibt es 
einen statischen Vektor der Kraft. Nämlich, ein freier Vektor 
vermag eine Kraft darzustellen, falls die Lage des Angriffs- 
punktes nicht in Betracht kommt, oder auch solange es sich 
um Kräfte handelt, die an einem und demselben Punkt an- 
greifen. Das Kräfteparallelogramm und allgemeiner das Kraft- 
eck folgen dann ohne weiteres aus unseren Vektordiagrammen. 
Dagegen läßt sich die Kraft der Kinetik nicht durch einen 
freien Vektor darstellen. 

In der Akustik darf ich die Wellen gleicher Periode als 
Vektoren auffassen, deren Länge ein Maß der Amplitude gibt^ 
und deren Richtung mit der Fortschreitungs- und longitudinalen 
Schwingungsrichtung übereinstimmt. 

Li der Optik lassen sich die Wellen, die keinen Phasen- 
unterschied und sämtlich gleiche Schwingungsrichtung und 
Farbe zeigen, als Vektoren darstellen. Die Länge des Vektors 
bestimmt, in einem zugrunde gelegten Maß, die Lichtamplitude; 
Richtung und Sinn des Vektors stimmen mit der Fortschreitungs- 
richtung der transyersalen Welle überein. 

Endlich, denke ich mir das elektrische Potential durch einen 
Punkt dargestellt, so führt die Differenz zweier Punkte natur- 
gemäß zur Potential- oder Spannungsdifferenz; diese läßt sich 
graphisch als Vektor, als Spannungsvektor auffassen, dessen 
Richtung als Phase gedeutet wird. Daneben tritt noch ein 
Stromyektor auf, dessen Länge durch die Stromamplitude ge- 
messen wird und dessen Richtung ebenfalls zur Phasen- 
verschiebung in Beziehung gesetzt werden kann. Diese Dar- 
stellung ist als graphische zu bezeichnen, im Gegensatz zur 
physikalischen, wie sie eben erörtert worden ist. 

18. Übtmgen. — 1) Eine algebraische Punktsumme stellt 
entweder wieder einen Punkt oder einen Vektor dar; einen 
Punkt, wenn die algebraische Summe ihrer Gewichte von Null 
verschieden ist, einen Vektor, wenn sie verschwindet: 
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miAi + m^Ät+ . . . + niiAi^l^^' ^ ^ ^^ 

[ p, w = 0, 
wo 

Wi + Wg + • • • + w,- = m. 

2) Schreibe ich die Formel für den Schwerpunkt eines 
Dreiecks in der Form 

S-Ä + 8-B + S-G^O, 

so erkenne ich bei kinematischer Deutung der Vektoren: Wird 
das Dreieck ABC gleichzeitig von Ä, B und G nach dem Schwer- 
punkt verschoben, so 
heben sich die Ver- 
rückungen auf, das Drei- 
eck bleibt in seiner ur- 
sprünglichen Lage. Die 
statische Deutung führt 
zu dem Satz: Ist jeder 
Punkt eines Dreiecks der 
AngriflFspunkt dreier von 
den Ecken ausgehender 
Kräfte, deren Intensitäten 
den Abständen des Punktes von den Ecken proportional sind, 
so herrscht im Schwerpunkt Gleichgewicht. 

3) Sei P ein beliebiger Punkt des Dreiecks E^E^E^. 
Ziehe die zugehörigen Eckenlinien und nenne die Fußpunkte 
P^yP^y P3 (Fig. 10), dann ist nach Nr. 7: 

a; P == a?i El + x^E^ + x^E^, x^ + x^ + x^=^ x, 

{x^ + ^3) Pi = ^2^2 + ^s-^s; 

{x^ + x^ Pj ^x^E^ + x^E^, 

Folglich 

a?(P-Ei) = x^E^ + ÄJgJK, - x^E^ - x^E^ = 

=^{x^^x^V^-{x^^x^E^ -^(x, + x,){P,-E,), 

woraus, wenn ich nur die Längen betrachte: 

Jahnke, Vorlesangen über die Vektorenrechnung. 2 
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oder 

^,P, X ' 

Hierans folgen die bekannten Beziehungen: 

l T? -D l TP -D ^ 



E,P, ' E,P, ' £;,p, 
nnd 

PP, Pfi -P-Ps ^ 1 

i;p, ■^i;,p, "^^.A ^• 

4) Beweis eines Satzes aus der Crraphostatik: Sind in den 
Vierecken Ay^A^Ä^A^ und B^B^B^B^ die Seiten 

AiA^y A^A^f A^A^f A^A^y A^A^^ 

parallel zu den Seiten 

JSgÄj, -Bs-Bi, B^B^, ^i^A) ^2^1} 

so ist auch A^A^ parallel zu B^B^. 

14. Zusammenhang der Definition für die PunJctaddition 
mit der Definition des freien Vektors, — Aus der Definition in 
Nr.l, welche für beliebige X, ft gelten soll, folgt für X + ft = 0: 

B-A=^OG. 

Da ^ und J5 als voneinander verschieden gesetzt sind, steht 
linker Hand etwas von Null Verschiedenes. Das ist nur 
möglich, wenn rechter Hand der zweite Faktor unendlich 
groß ist. Demnach sagt die Definition in Nr. 1 in Ver- 
knüpfung mit derjenigen in Nr. 8 aus, daß ich einen freien 
Vektor auch auffassen kann als einen unendlich entfernten 
Punkt mit dem Gewicht Null. Und zwar stellt C den un- 
endlich fernen Punkt des Vektors B — A dar. Der Vektor 
ist also gewissermaßen das Abbild des in seiner Richtung 
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liegenden unendlich fernen Punktes ^ d. h. an die Stelle des un- 
endlich fernen Punktes tritt eine endliche Strecke. 

15. Fundamenkdrdation ^ioischen drei beliebigen freien Vekh 
toren der Ebene, — Wie wir gesehen haben, besteht zwischen 
den drei Seiten eines Vektordreiecks die Belation a + b + c = 0. 
Dieser Satz ist nur ein Spezialfall des folgenden allgemeineren: 
Zwischen drei beliebigen Vektoren a^, a^, a^ besteht immer 
eine lineare Belation der Form 

aiai+ «aag+o^gag^O, 

wo a^, cc^, «3 beliebige reelle Zahlen bedeuten. Der Beweis 
folgt aus der einfachen Überlegung, daß ich immer drei posi- 
tive oder negative Zahlen cc^y cc^, ofg finden und die Vektoren 
^i^i> ^^; ^3^3 parallel zu sich selber derart verschieben kann, 
daß sie ein geschlossenes Dreieck A^Ä^A^ bilden, daß also 

A^ — -^ ^^ ^i^i; -^1 — A^^=^ cc^^y A^ A'i=^ cc^^^. 




^z 



Je nachdem A^—A^yA^—A^yA^ — A^ denselben Richtungs- 
sinn haben wie a^, dg, a^ oder entgegengesetzten, sind die 
Koeffizienten o^, (hy ^ 
positiv oder negativ, und, 
was ihre numerischen 
Werte angeht, stellen 
diese Koeffizienten die 
Verhältnisse A^A^ia^y 
A^A-^ia^y A^A^ia^ dar. rig. il 

16. VeJctor- und Pwnktda/rsidlwng vermittels der JEinImtsr 
ve'ktoren.—J)iQ obige Relation kann noch in folgender Passung aus- 
gesprochen werden: Jeder Vektor der Ebene läßt sich durch 0wei 
beliebige Vektoren linear darstellen. Als diese Vektoren will ich nun 
die Einheitsvektoren e^, e^ wählen, d. h. zwei Vektoren von der 
Länge Eins, von denen der zweite in den ersten übergehen 
soll durch eine Drehung um 90^ im entgegengesetzten Sinne 
des Uhrzeigers (Fig. 11). Dann Kßt sich jeder beliebige Vektor 
der Ebene wie folgt ausdrücken: 

a = a^ ©j^ "f" a^ ©g» 
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Diese Yektordarstellimg führt noch zu einer nenen Punkt- 
darstellimg. Da nämlich 

so folgt 

Demnach kann ich im Hinblick auf Nr. 7 sagen: jeder Punkt 
der Ebene läßt sich entweder dwrch drei beliebige PmJäe oder 
dwrch einen bdiebigen Punkt und ewei beliebige Vektoren dar- 
stellen. Die erstere Darstellung wird mit Vorteil bei geo- 
metrischen, die letztere meist bei Problemen der Mechanik 
angewendet. 

17. Historisches. — Die geometrische Addition der Vektoren 
findet sich zuerst bei Bellayitis in seiner Theorie der Äqui- 
pollenzen (1835). Statt zu sagen, zwei Vektoren sind gleich, 
wenn sie in Länge, Richtung und Sinn übereinstimmen, sagt 
Bellayitis vorsichtiger, sie sind äquipollent, und wählt dafür 
ein besonderes Zeichen. 

Unabhängig von Bellayitis kommt F. Mobius in seiner 
Mechanik des Himmels (1843) auf die geometrische Addition 
der gerichteten Strecken. Auch Mob ins scheut sich noch, das 
einfache Gleichheitszeichen anzuwenden, und schreibt = statt =». 
In dem gleichen Jahre (1843) ist auch Hamilton unabhängig 
von den beiden ebengenannten Mathematikern auf den Begriff 
und die Addition der Vektoren gestoßen. 

Endlich kommt Hermann Graßmann, unabhängig yon 
seinen Vorgängern, in seiner Ausdehnungslehre vom Jahre 1844 
zu der Definition der „Strecke^ als Differenz zweier Punkte 
und von hier naturgemäß zur Zusammensetzung der Vektoren. 

„Es gehört dies zu den merkwürdigen Berührungen wissen- 
schaftlicher Arbeiten, wie sie so oft zum Erstaunen derer, 
welche so zusammentreffen, stattfinden.^' (Graßmann, Ges. 
W. 1 1, 172.) 



Drittes EapiteL 
Die gebundenen Tektoren. MnltiplilLation yon Punkten. 

18. Multiplikation zweier Punkte, — Nachdem wir gesehen, 
was entsteht, wenn ich zwei Punkte addiere oder subtrahiere, 
erhebt sich die Frage: Was entsteht, wenn ich sie miteinander 
multipliziere? Offenbar ein Gebilde höherer Dimension oder, 
wie Graßmann sagt, ein Gebilde höherer Stufe als das Punkt- 
gebilde. Zugrunde lege ich folgende 

Definition: Durch Multiplikation zweier Punkte entsteht eine 
gerade Linie von bestimmter Länge, bestimmter Richtung wnd 
bestimmtem Sinne, wobei auch ihre Lage ifüsofem bestimmt ist, 
als die Strecke nur in ihrer eigenen Richtung verschoben werden darf. 

Aus dieser Definition folgt, daß das Produkt zweier Punkte 
verschwinden muß, wenn die beiden Faktoren, das sind hier 
die beiden Punkte, zusammenfallen, und femer, daß es sein 
Vorzeichen ändern muß bei Yertauschung der beiden Faktoren, 
da ja doch dann nur der Richtungssinn der Strecke geändert 
wird. Wir sehen also, daß diese Punktmultiplikation sich von 
der in der Algebra üblichen wesentlich unterscheidet. Ich will 
sie deshalb zum Unterschied durch einen besonderen Namen 
auszeichnen und mit Graßmann äußere Multiplikation und das 
Ergebnis der Operation äußeres Produkt nennen. Und um es 
auch äußerlich kenntlich zu machen, will ich es mit Graßmann 
in eckige Klammem setzen. Alsdann kann ich die charakte- 
ristische Eigenschaft des äußeren Produktes in der Form 

schreiben 

iAB\ = - \BÄ\, 

woraus folgt 

iAÄ\ = 0, 

d. h. das äußere Produkt zweier Punkte ändert sein Vorzeichen 
bei Vertauschung der beiden Faktoren; insbesondere verschwindet 
es, wenn die beiden Faktoren zusammenfallen. 
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Das Gebilde zweiter Stufe [J.J5] hat sehr verschiedene Namen 
bekommen, öraßmann nennt es Linienteil; in Bnddes Mechanik 
findet man den Namen: linienflüchtiger Vektor, der sich wohl kaum 
Eingang verschafft hat, während Hyde die Bezeichnung: Punkt- 
vektor (point-vector) und Graßmann d. J. die Bezeichnung: 
Stab wählen. Endlich bedient sich Timerding in seinem Enzy- 
klopädieartikel (IV, Heft 2) des Ausdruckes: gebundener Vektor. 
Ich werde im folgenden das Gebilde, im Gegensatz zum freien 
Vektor, der parallel nach allen Richtungen verschoben werden 
darf, gebundenen Vektor oder Stab nennen. Freier und ge- 
bundener Vektor, die zu den Punkten Ä, B gehören, stimmen 
also in Länge, Richtung und Sinn überein, der erstere stellt 
sich dar als J5 — J.= a, der andere als [-4.J5] = a, beide sind 
von Ä nach B gerichtet. 

Die äußere Multiplikation folgt also nickt mehr dem kommu- 
tativen Gesetz. Was die übrigen Gesetze angeht, so setze ich 
fest, daß die äußere Multiplikation das assoziative wie das 
disMbutive Gesetz befolgen soll. 

Multipliziere ich daher den freien Vektor B —Ä äußerlich 
mit dem Punkt Ä, so wird 

[Ä B-Ä]=^[ÄB]-[ÄÄ]^[ÄB], 

da [ÄÄ] verschwindet. Und nehme ich auf AB einen beliebigen 
Punkt, der sich darstellt als Ä+mB, an, so wird 

[Ä+mB B^Ä]=^lÄB] + m[BB]-[ÄA]-mlBÄ] 

^(l+m)[ÄBl 

d. h. aus dem freien Vektor wird durch äußere Multiplikation 
mit einem seiner Punkte ein gebundener Vektor. Diese 
Multiplikation mit irgendeinem seiner Punkte ist also gleich- 
bedeutend mit einem Festlegen der Verschiebungsrichtung des 
Vektors, daher die Namen: gebundener Vektor, Punktvektor. 
Wann sind zwei gebundene Vektoren einander gleich? 
Offenbar dann, wenn sie in allen charakteristischen Eigen- 
schaften übereinstimmen, also in ihrer Länge, Richtung, 
Richtungssinn und Verschiebungsrichtung. Die beiden Vektoren 
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AB = A!B^ müssen sich daher durch Verrücken längs ihrer 
Richtung zur Deckung bringen lassen. 

19. EelcUion zwischen vier Funkten der Ebern, von denen 
drei JcolUnear liegen, — Für drei kollineare Punkte Ä, B^ C 
gelten zunächst die Beziehungen 

[B(J]Ä+ [CA^B + [AB]C - 0, [BC] + [CA] + [AB] « 0. 

Zum Beweise gehe ich aus von der kollinearen Beziehung 

G^XA + iiB, X + /t = 1 

und multipliziere sie äußerlich erstens mit B und zweitens 
mit A, so folgt 

[BCf]^l[BAl [CA]^ti[BA]', 

^ [AB]' ^'^ [AB]* 

Werden diese Werte in die Eollinearitätsbeziehung ein- 
geführt^ so ergeben sich die angegebenen Relationen. 

Zugleich ist hiermit die Begründung erbracht für den in 
Nr. 4 als Definition aufgestellten Satz über den Schwerpunkt 
einer homogen mit Masse belegten Strecke. 

Bezeichnet nunmehr D einen beliebigen Punkt der Ebene^ 
so werde die Vektorbeziehung 

[BC]A + [GÄ]B + [AB]G = 

äußerlich mit D multipliziert^ dann entsteht 

[BC] [AB] + [CA] [BD] + [AB] [CB] = 0, 

und das ist eine Relation zwischen vier Punkten der Ebene, 
von denen drei in gerader Linie liegen. 

ARe Eelationen dieser Nummer Ueiben übrigem bestehen, 
wenn die gebundenen Vektoren durch freie ersetzt werden, 

20. Addition gebur^ener Vektoren. — Um beliebige ge- 
bundene Vektoren der Ebene zusammenzusetzen, benutze ich 
die Eigenschaft, daß ein gebundener Vektor in seiner eigenen 
Richtung gleichsam wie in einer Schiene hin und her gleiten 
kann. Soll ich also die Summe [P^ Q^ + [P^ Q^ konstruieren, 
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80 suclie ich den SchnittpuDkt der Linien PiQi, P^Qif ®^ 
sei 0, und yerschiebe die gebundenen Vektoren derart^ daß 
sie in die Lage yon OÄ^ und OA^ kommen; alsdann ist, wie 
die Figur zeigt, [P,(?J + [P,Q,] 

- lOÄ,] + [OÄ,] == [0 J,+ J,] = 2[0E] = [OBl 

d. 1l die Snmme der beiden gebundenen Vektoren ist gleich 

der Dii^onale des zugehörigen Vektorparallelogramms, welche 

von dem gemeinsamen Schnitt jener Vektoren ausgeht (Fig. 12). 

Q Sollen mehr als zwei 

X-. ^ Vektoren addiert werden, 

/ \ TQ^ gQ jgj. jjg^^jjj j^jjj^ soeben 

/ \ -^v dargelegten Verfahren die 

y \ß ^\vA. Resultante der beiden ersten 

jj, ^ ^^^^/) Vektoren mit dem dritten, 

/ \ ^^ die Resultante der ersten 

q/ \ drei Vektoren mit dem 

V vierten Vektor usw. zu- 

sammenzusetzen. 
^*^"- Beachte ich noch, daß 

[P^]r=— - [^P]^ daß also das mitgeteilte Kompositionsverfahren 
auch für die Subtraktion gebundener Vektoren Gültigkeit be- 
sitzt, dann kann ich allgemein sagen: Die Summe beliebig 
vieler gebundener Vektoren in der Ebene läßt sich immer auf 
einen einzigen gebundenen Vektor zurückführen. 

21. Zerlegvmg eines gebundenen Vektors nach drei beliebigen 
Bichtungen. — Ich erinnere an das Resultat der Nr. 7, wonach 
jeder Punkt der Ebene linear durch drei beliebige Punkte dar- 
gestellt werden kann. Demnach lassen zwei Punkte P, Q 
folgende Darstellung zu: 

Q = yi^i + y2^i+yzEs7 j/i + j/s + ys^i- 

Ich multipliziere die beiden Punkte äußerlich miteinander 
und erhalte 
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TToratis wegen 

[E,E,\ \E,E,^, [^,i?J==-[^3J5;j, [E,E,'\=^^iE,E,^ 

folgt 

d. h. jeder gebundene Vektor läßt sich nach den Seiten des 
Yektorbezngsdreiecks E^E^E^j also nach drei beliebigen Rich- 
tungen zerlegen, oder, wie ich auch sagen kann: Zwischen 
vier beliebigen gebundenen Vektoren der Ebene besteht immer 
eine lineare Belation, Ich eriimere zum Vergleich an den 
entsprechenden Satz für die freien Vektoren (vgl. Nr. 15), 
wonach bereits drei beliebige freie Vektoren durch eine lineare 
Belation yerbunden sind. 

Die in der Darstellung für [PQ] auftretenden Koeffizienten 
sind nichts anderes als die homogenen Koordinaten der geraden 
Linie, es sind die ünterdeterminanten der aus den Punkt- 
gewichten gebildeten Matrix 

^1 ^% ^3 

Vi y% Vz 

22. MtdtipliJcation dreier Ptmkte. — Stellt der Punkt ein 
Gebilde nullter Dimension (nach öraßmann erster Stufe) 
dar, so repräsentiert das Produkt zweier Punkte ein Gebilde 
erster Dimension (bzw. zweiter Stufe), d. i. der gebundene 
Vektor oder Linienteil oder Stab. Durch Multiplikation 
dreier Punkte werde ich naturgemäß zu einem Gebilde zweiter 
Dimension (bzw. dritter Stufe) aufsteigen, einem Flächenteil. 
Ich stelle die Definition auf: Durch Multiplikation der Punkte 
P, Q, B entsteht ein Parallelogramm , wovon drei Ecken in diese 
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Punkte fallen, tmd dessen Umfahnmgssinn durch die Beihefh 
folge der Faktoren bestimmt ist, geschrieben [PQB]. 

Da man beim Parallelogramm in der Ebene nicht mehr 
Yon Richtung reden kann — sonst würden wir ja in den Baum 
hinaustreten — , so hat das äußere Produkt [PQB] keinen Vektor- 
charakter mehr^ es ist eine Zahlengröße^ die von Bewegungen 
des Koordinatensystems unabhängig ist, oder^ wie man nach 
Hamilton auch sagt^ ein Skdlary der je nach dem ümfahrungs- 
sinn im positiven oder negativen Sinn positives oder negatives 
Vorzeichen erhält^ sein Wert wird gegeben durch den Flächen- 
inhalt des zugehörigen Parallelogramms oder den doppelten 
Inhalt des zugehörigen Dreiecks PQB. 

Die für die äußere Mul- 

_,.--^- — T\^x tiplikation zweier Punkte 

^^"^^■--^^-^1:1171^2/^^ aufgestellten Bechenregeln 

/ / / "7^^ sollen auch hier Geltung 

/ / ' / . behalten, insbesondere er- 

/ / / / weitert sich eine derselben 

/ ^^_^ / / naturgemäß zu folgender: 

p4:^rrr^rrrrrrr_ ! / das äußere Produkt dreier 

-— ^_y Punkte ändert sein Vor- 

Pig.i3. zeichen bei Vertauschung 

zweier Faktoren, folglich 
wird es Null, wenn zwei Faktoren einander gleich werden. 

[E,E,E,-\= [E,E,E^= \E,E,E,-\ 
= - [E.E.E.'l = - iE,E,E,] -. \E,E,E,l 

Der Einfachheit halber kann noch der doppelte Inhalt des 
Bezugsdreiecks gleich der positiven Einheit gesetzt werden. 

23. Übungen. — 1) Addition von Paralldogrammen. — Die 
Summe zweier Parallelogramme mit gemeinsamer Seite in ein 
Parallelogramm zu verwandeln (Fig. 13): 

iPQB,] + \_PQB,-\ = \PQ JRi + 12,]==2[P(2B]; 
aUgemein 

.i[P(2E,] = [P(2 2B^==^niPQB-\, 
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Fig. 14. 



WO B den Mittelpunkt des Polygons J?i J?2 . . . JZ„ bedeutet, der 
nach dem Früheren leicht zu konstruieren ist. 

Die Summe zweier Parallelogramme mit gemeinsamer Ecke 
in ein Parallelogramm zu verwandeln (vgl. Fig. 14): 

allgemein 

S^[P,Q,E] = [PQB]. 

2) Neus Form der 
Bedingung für die hol- 
lineare Lage dreier 
Punkte, — Liegen P, 
Q, B iR gerader Linie, 
so verschwindet der 
Lihalt des von ihnen 
gebildetenDreiecks,also 
lautet die in Rede 
stehende Bedingung 

[PQB]=^0. 

Will ich diese Gleichung in die Sprache der analytischen 
Geometrie umsetzen, so benutze ich die Darstellung 

Q = y^E^ + y^E^ + y^E^, 
B = z^E^ + z^E^ + ^8^3- 
Hieraus folgt zunächst 

iPQI == (^j/3 - x^y^) \E^E^^ + {x^y^ - x^y^) \E^E^^ 

+ {x^y^- x^yi)[E^E^\ 

Und wird diese Gleichung äußerUch mit dem Punkte B multi- 
pliziert, so entsteht 

iPQB-l = ^1 (0:2^8 - ^8^2) [J5?i£?2-E3] + ^2 ip^zVi - ^12/3) [J^2^3 J5?i] 

+ ^3 (^1^2 -■ ^Vl) [J5?3-^1^2] - I ^i Vi ^i I [-^1-^2 J^s]; 

wenn die in ISTr. 22 gegebenen Bechenregeln beachtet werden. 
Demnach setzt sich die Bedingung [Pöi2] = um in die andere 
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\Xiyi0i\=^O, 

d. h. wenn drei Punkte koUinear Uegen, verschwindet die ans 
ihren nenn Gewichten gebildete Determinante 

X^ X^ Xf^ 

Vi % Vz 

^1 ^8 h 

ein ans der analytischen Geometrie wohlbekanntes Resultat. 

24. Die haryzentrischen Koordinaten eines Punktes, Schwer- 
punkt der Dreiecksfiäche. — Ich gehe aus von der Punkt- 
darstellung 

P= x^E^ + x^E^ + x^E^j x^ + x^^ x^^l 

und frage nach der geometrischen Bedeutung der Gewichte 
x^} x^} x^. Zu dem Ende multipliziere ich die Gleichung 
äußerlich mit [E^E^y so wird 

[P^E^E^ = x^ [E^E^E^, 

da [E^E^E^ und [E^E^E^ verschwinden, daher 



^ = 



{.J^^E.E,-\ 



Ebenso multipliziere ich die Gleichung mit [i?3^i] und [JE^^jl 

so ergibt sich 

_ [PE,E,-\ _ [PE,E,-\ 

""^^ [E,E,E,-\ [E,E,E,y 

___ [PE,E,-\ __ [PE,E,-\ 
^8 iE,E,E,-\-^ iE,E,E,-\ 

Setze ich diese Ausdrücke ein, so nimmt die Ausgangs- 
gleichung die Gestalt an 

\e,e^e;[P=> [Te^e^^e^ + {pe^e;\e^ + iPE^E^-\E^. 

Was heißt das? Die Koeffizienten, welche bei der Dar- 
stellung eines beliebigen Punktes der Ebene durch drei gegebene 
Punkte auftreten, sind den Flächeninhalten jener drei Teildreiecke 
proportional, welche der beliebige Punkt mit den gegebenen 
Punkten bildet. 
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Die gewonnene Gleichnng sagt femer ans^ daß ich 
drei beliebige Punkte E^yE^, E^ der Ebene allemal durch einen 
einzigen Punkt P ersetzen kann^ wenn ich jedem ein 
Gewicht zuordne^ das den Flächeninhalten der Teildreiecke 
PE^Eq, PE^E^j PE^E^ bzw. proportional ist. Oder anders 
ausgedrückt: ich kann jeden Punkt der Ebene als Schwerpunkt 
irgendeines Dreiecks derselben Ebene aufEassen, wenn ich nur 
die Ecken des Dreiecks in vorgeschriebener Weise beschwere. 
Man nennt deshalb die obige Punktdarstellung baryzentrisch 
und die Gewichte x^y x^j x^ diQ baryzentrischen Koordinaten 
des Punktes P. 

Hiermit ist der fundamentale Gedanke von Ferdinand 
MobiuS; jeden Punkt der Ebene als Schwerpunkt dreier vor- 
gegebener Punkte aufzufassen, genügend herausgeschält. 

Zugleich liegt hierin der Beweis für den in Nr. 5 als 
Definition hingestellten Satz. Bei einem homogenen Dreieck 
sei nämUch 

\PE,E,] = \PE,E,] = iPE,E,-\ ^ \ \E,E,E,'\ = S, 
dann stellt sich sein Schwerpunkt S in der Form dar 

i 8 ^ E^ + E^^- E^. 

25. Deuttmg der gebundenen Vektoren in der Statik und 
Kinematik. — Da die an einem starren Körper angreifende 
Kraft bestimmte Intensität, Richtung und Richtungssinn hat, 
und da ihr Angriffspunkt nur in ihrer eigenen Richtung ver- 
legt werden darf, kommt man dazu, den gebundenen Vektor 
als Abbild der kinetischen Kraft zu deuten. Ihre nähere Be- 
gründung erfährt diese Auffassung dadurch, daß die bekannten 
Gesetze, welche für die geometrische Addition gebundener 
Vektoren gelten, sich auf die Kmfte übertragen lassen. 

In der Tat, die Konstruktion, welche wir in Nr. 20 für die 
Zusammensetzung zweier gebimdener Vektoren kennen gelernt 
haben, liefert für die Statik das Gesetz vom Parallelogramm 
der Kräfte. Und der Satz über die Zusammensetzung beUebig 
vieler gebundener Vektoren in derselben Nummer läßt sich 
umdeuten in den bekannten Satz der Statik: Die Summe be- 
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liebig vieler Kräfte, deren Bichtimgen sämtlich in eine nnd 
dieselbe Ebene fallen, läßt sich stets auf eine einzige Eraft, 
die Resultante, zurückführen. 

Betrachte ich anderseits ein starres System, welches nur 
Drehungen um Achsen ausführen kann, die einer festen Ebene 
augehören, 80 kann ich die Drehungen dieses starren Körpers 
als gebundene Vektoren auffassen, deren Länge durch die 
Winkelgeschwindigkeit, deren Richtung und Sinn durch Dreh- 
richtung und Drehsinn bestimmt werden. 

Bei dieser kinematischen Deutung setzen sich die Rechen- 
gesetze des gebundenen Vektors um in die Sätze über die 
Drehungen eines starren Körpers um Achsen einer Ebene. So 
liefert die Addition zweier gebundener Vektoren das Gesetz 
Yom Parallelogramm der Drehungen und der Satz über die 
Zusammensetzung beliebig vieler gebundener Vektoren den 
kinematischen Satz, daß die Summe beliebig vieler Drehungen, 
die ein starres System um Achsen einer Ebene ausführt, auf 
eine einzige Drehung reduzierbar ist. 

Ich hebe noch die statische Deutung des äußeren Pro- 
duktes aus drei Punkten hervor oder, wie ich auch sagen kann, 
des äußeren Produktes aus einem gebundenen Vektor und 
einem Punkt. Nämlich, ich kann [PQJR] deuten als das 
Moment der Kraft [P Q] in bezug auf den Momentenpunkt B, 
Alsdann setzt sich z. B. die in Nr. 23 mitgeteilte Gleichung 

[PiQiE] + [P^Q^B] + ^'^ + [PnQnB] = [PQB], 

wo n 

in den bekannten Satz um: Die Summe der Momente beliebig 
vieler Kräfte in bezug auf einen Punkt ist gleich dem Moment 
ihrer Resultante in bezug auf denselben Punkt. 

26. Übungen: Darstellimg merkwürdiger PunUe des Drei- 
ecTcs, Bdation zwischen sechs Punkten der Ebene, — 1) Auf 
Ghnind der baryzentrischen Punktdarstellung nachzuweisen, daß 
der Inkreismittelpunkt des Dreiecks ABC sich darstellt als: 

2sJ=^aA + bB + cC, 2s=^a + b + Cy 
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oder wenn die Berührungspunkte des Inkreises mit den Dreiecks- 
seiten Ä^, J?i, Cj genannt werden, in der Form: 

2) Die Ankreismittelpunkte des Dreiecks ABC stellen 
sich dar als 

2(s - a)Jy aÄ + bB + cC, 

2(s-6)e7a=» aÄ-bB + cC, 
2(5--c)e78= aÄ+bB-cC, 

3) Der Umkreismittelpunkt des Dreiecks stellt sich, wenn 
z/ den Dreiecksinhalt bezeichnet, in der Form dar: 

^Jf=sin2a .A+sin2j5.JB + sin2y.(7 
oder 

— M == acosa-A+bcoBß'B + ccosy-C 
oder 16z/^Jf-= 

4) Zu beweisen, daß der Höhenschnitt des Dreiecks ABC 
die DarsteUung zuläßt: 16z/« JI- 

oder 

— jBr= a cos ßcosy*Ä+b cos y cos a • JB + c cos « cos /5 • G. 

5) Der Mittelpunkt des Feuerbachschen Kreises ist — F 

= (Jb cos /S + c cos y)Ä+(c cos y + a cos a) JB + (a cos a + 6 cos /S) C 
= a cos (/3 — y) • J. + & cos(y — a)'B + c cos(a — /S) • C 

6) Das Theorem über die Eulersche Gerade abzuleiten: 
H+2M^S8, H+M=2F, 2F+M=^SS, 4F=H+^S. 

7) Trägt man auf den vom Inkreismittelpunkt auf die 
Seiten eines Dreiecks gefällten Loten in gleichem Sinne gleiche 
Strecken ab und zieht von den so erhaltenen Punkten die Ecken- 
linien, so schneiden sich diese in einem Punkt. 
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8) Teilt man die yom ümkreismittelpiuikt auf die Seiten 
eines Dreiecks gefällten Lote in demselben Verhältnis und 
zieht von den so erhaltenen Punkten die Eckenlinien^ so 
schneiden sich diese stets in einem Punkt der Eulerschen 
Geraden. 

9) Teile ich die Seiten eines Dreiecks A^Ä^Ä^ durch drei 
Punkte im Verhältnis min, so schließen die nach den Teil- 
punkten gezogenen Eckenlinien ein Dreieck CiG^C^ ein^ das 
zum gegebenen baryzentrisch liegt. Dabei stellen sich die 
neuen Punkte wie folgt dar: 

(w^ + mn '\'n^C^^ m* J-^ + n* -4^ + mn A^, 
(w* + mn + n*) Og = mn Ä^ + m^ A^+ n* A^, 
(m* + mn + n*) Cj == n^ -l^ + mn A^+ m^ A^. 

10) Zu beweisen^ daß zwei Dreiecke, die zweifach per- 
spektiy sind, auch dreifach perspektiv Uegen. 

11) Liegt das Dreieck JJ^IT^U^ dreifach perspektiv zum 
Dreieck A^A^A^y so gilt folgende Darstellung: 

(«lÄ + c^2 A + «sA) C^2 = «lÄ A + «2 A A + ^ßlA} 
(«iA+ «2^+ «sA) Ü8= aift^i+ ai/Si^+ «3^-43, 

wo tt^, 0^2' ^) ßi} ßi) ßz beliebig sind und als die barjzen- 
trischen Koordinaten zweier beliebiger Punkte gedeutet werden 
können. 

12) Die Perspektiyitatszentren des Dreiecks B^B^B^y wo 

aB^ « Oy^A^ + «,-4, + «8 J^8, 

aJB,= a,J^i+ «84}+ ^^zy 
uBq = «8 J^i + aj^A^ + a^A^, 

a= «1+ «2+ «8, 

bezogen auf das Dreieck AxA^A^, stellen sich dar in der 
Form 
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(«2 «3+ «8«1+ (h^)P2'=^^A+ «3 «1^ +02 03-^8, 
(«2^3+^«!+ ^(Xi)P^=CCj^CC^Ä^+ «^«3-4,+ «lOg^s; 

bezogen auf das Dreieck B^B^B^, in der Form 

{cD^Oq + COjOJi + Ol (Dg) Pi = OgOg JBi + (D^Og J?2 + ^S^t^B) 

(©2(03 + CDgOi + (O^Oj) P3 = ©iCDgjBi + OgG}! JSg + (DjCOj JB3, 
WO 

G'l = «2«S — «^l^ ö>2 = ^9^1 —<h\ G»3 =" «1«» - «8^- 

13) Jeder Pnnkt, der / 

anf der Verbindungslinie 
der Mitten zweier Diago- 
nalen eines Vierecks liegt, 
hat die Eigenschaft^ daß 
die Summen der beiden 
Dreiecke^ deren Grund- 
linien zwei Gegenseiten 
des Vierecks sind, und 
deren Spitze der Punkt 
ist, einander gleich sind 
(vgl. Fig. 15). 

Zum Beweise sei D 

2M=Ä+C, 2N=B + D', 

so folfiH} 

2P^k(A+C) + (i(B+J)y, 

21ÄBP] == X[ÄBC] + ii[ÄBD], 
2[CDP] ^ X[CDA] + ti\CDBl 
21BCP] = X[BCA] + ii[BCD], 
21DÄP] ^ X[DÄ(J\ + ii[DÄBl 




Fig. 15. 



daher 



[ÄBP] + [CDP] =- [BCP] + [DÄP], 



Jahnke, Yorleaangen über die Yektorenreclinang. 
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Zusatz: Diese Relation gilt offenbar für den Mittelpunkt 
des ümvierecks eines Kreises. Daher ergibt sich der Newton- 
sehe Satz: Im Umviereck eines Kreises geht die Verbindungs- 
linie der Diagonalmitten durch den Kreismittelpunkt. 

14) Relation zwischen sechs Punkten, die einer und der- 
selben Ebene angehören. — Die Punkte seien A^y A^, • • -A^^ 
so ist zunächst 



[A^A^A^jA^ — [-^4-^-^]-^ + L-^4-^-^iJ-^ + [-^4-^-^]-^! 



8" 



Mit [^5^1^] äußerlich multipliziert, finde ich 

-[A^A^A^-\[A^A,A,-]=0, 

und das ist eine Beziehung zwischen den Dreiecken eines 
Sechsecks. Setze ich diese Formel in die Sprache der ansr 
ly tischen Geometrie um (vgl Nr. 23), so ergeben sich die 
seit Gayley bekannten Determinantenidentitäten 

(x^x^Xq) (x^x^x^;) - (x^x^x^) (x^x^Xf^) + (x^x^x^) (x^x^Xq) 

(X^X^X^J {X^X^Xq) = 0, 



wo {x^x^x^ = 



1 8 8 
^1 ^2 ^8 



) (^4^^6) — 



^4 ^6 ^6 
^4 ^6 ^6 



usw. gesetzt ist« 



Bestehen noch mehr Relationen zwischen sechs Punkten 
der Ebene? 

In dem speziellen Fall, wo A^ und A^ zusammenfallen, 
ergibt sich eine Relation zwischen den Dreiecken eines Fünf« 
ecks (vgl. Möbius, Baryzentr. Calcul, Ges.W. I, S. 201). 

15) Die vorstehende Relation liefert zugleich die Lösung 
einer einfachen Aufgabe der Statik: 

Von einem System in einer Ebene enthaltener Knifte 
sind für drei Punkte E^, E^y E^ der Ebene die Momente des 
Systems gegeben. Das Moment der Resultante für irgendeinen 
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vierteil Punkt P der Ebene zu finden. — Der vektorielle An- 
satz knüpft an die Formel an: 

[E,i;,E,-]P=[Pi;,E,-]E, + [PE,E,-]E, + [PE,E,-]E,. 

Wird die Besnltante der Ejraifbe gleich [XT] bestimmt^ so 
werde diese Formel äußerlich mit [X Y] multipliziert, alsdann 
lehrt die Belation 

[E,E,E,-][PXT] = [PE,E,][E,XT\ + [PE,E,-][E,XT] 

+ [PE,E,-\lE,Xr\ 

das gesuchte Moment bestimmen (vgl. Möbius, Statik, Ges. 
W. m, S. 68). 



3' 



Yiertes EapiteL 

Multiplikation der freien Yektoren. 

27. Äußere MidtiplikcUion eweier freier Vektoren, — Wie ich 
in Nr. 16 gezeigt habe, laBt sich jeder freie Vektor der Ebene 
linear durch die beiden Einheitsvektoren e^, e, darstellen. Es 
müssen daher die Begdn für die MtdtipliJcation zweier hdidnger 
Vektoren aus den Begdn für das Multiplizieren der beiden 
Einheitsvektoren hervorgehen. Anderseits verlangt das Prinzip 
von der Permanenz der Bechenregeln, daß die für die äußere 
Multiplikation von Punkten aufgestellten Bechenregeln auch 
erhalten bleiben für die äußere Multiplikation von Vektoren, 
In diesem Sinne behalte ich die Schreibweise der äußeren 
Multiplikation bei und setze fest, daß 

d. h. das äußere Produkt zweier Vektoren ändert sein Vorzeichen 
hei Vertauschwng der beiden Faktoren. 

In der Schreibweise will ich indessen eine Vereinfachung 
eintreten lassen und überall da, wo kein Mißverständnis 
zu befürchten ist, die eckigen Klammem weglassen. Bei 
der Multiplikation von Punkten ist diese Vereinfachung nicht 
zu empfehlen, weil bei Fortlassung der Klammem die 
vektorielle Strecke AB sich äußerlich in nichts von der 
numerischen Strecke AB unterscheiden würde. Hier, wo ich 
die freien Vektoren durch fette Buchstaben äußerlich hervor- 
hebe, ist die Gefahr eines Mißverständnisses im allgemeinen 
nicht vorhanden. Nur bei komplizierteren Gleichungen werde 
ich auch bei der äußeren Multiplikation freier Vektoren die 
eckigen Klammem beibehalten. 

Ich komme nun zur geometrischen Deutung des Produktes 
zweier Vektoren und treffe die Festsetzung: es soll e^ e^ 
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das durch e^; e^ bestimmte Quadrat mit positivem Umfahrungs- 
sinn darstdlenf dessen Inhalt gleich der positiven Einheit gesetzt 
werde, also 

Endlicli sei hervorgehoben, daß die übrigen Gesetze" der 
gewöhnlichen Mnltiplikation (so das assoziative und das 
distribntive Gesetz) ihre Geltung beibehalten soUen. Ich will 
alsdann untersuchen, wie sich diese Festsetzungen auf die 
Multiplikation beliebiger Vektoren übertragen. 

Sei 

so wird 

ab = [ai6i + a^öj 6161 + 62 6j = 

<hh [^i^i] + (hh [^1^2] + «2*1 [®s®i] + ^h [^^i\y 

woraus mit Bücksicht auf die obigen Bedingungen 

ab== a^b^— a^b^, 

d. h. auch das äußere Produkt zweier beliebiger freier Vektoren 
der Ebene ist keine Vektorgröße mehr, sondern ein Skalar, 
und zwar eine geo- 
metrische Zahlen- 
größe von der 
zweiten Dimension, 
welche das Vor- 
zeichen wechselt bei 
Vertauschung der 
beiden Faktoren. 

Der Ausdruck 
für ab laßt sich 
noch in eine ein- 
fache trigonome- p- 
trischeForm kleiden. 
Nämlich aus Fig. 16 

^^Ig* aj^ = a cos (01, a), 61 = 6 cos (e^, b). 




Flg. 16. 



woraus 



Og = a sin (e^, a), 63 = 6 sin (6^, b). 
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a^h^ -- aj6i == a6 { ßin (e^, b) cos (e^, a) — cos (e^, b) sin (e^, a) } 

= a6 sin { (e^, b) — (e^, a) } 
oder 

ab =^ab sin(ay b)^ 

d. h. das äußere Produkt zweier hdiAiger Vektoren stellt den 
FlächeninhaU des von ihnen gebildeten ParaUdogramms mit 
bestimmtem JJmfahrungssinn (in der BidUung von a nach h) dar. 

28. Innere Multiplikation zweier freier Vektoren, — Neben 
der äußeren Mnltiplikation hat Gr aß mann noch die iwnere 
Multiplikation zweier freier Vektoren eingeführt. Er schreibt 
das innere Produkt der beiden Vektoren a^ b in dej Form [a | b]. 
Ich werde überall da^ wo kein Anlaß zum Mißverständnis vor- 
liegt^ einfach a | b schreiben. 

Auch die Regeln für die innere Multiplikation zweier be- 
liebiger Vektoren müssen hervorgehen aus den Kegeln für das 
innere Multiplizieren der Einheitsvektoren. Es genügt daher^ 
diese den folgenden Bedingungen zu unterwerfen: 

d. h. multipliziere ich einen Einheitsvektor innerlick mit sich 
sdber, so erhalte ich eine Zdlüengröße und zwar die positive 
Einheit, während das innere Produkt der beiden Einheitsvektoren 
verschwindet. 

Sehen wir zu^ wie sich diese Festsetzungen auf bdiebige 
Vektoren übertragen. Zu dem Ende multipliziere ich 

a = a^e^ + a^e^, b = ft^ei + b^e^ 

innerlich miteinander und erhalte 

ajb = a^fti [01 1 ej + a^b^ [e^ | e^] + a^ b, [e^ | ej + a^b^[e^ \ e^], 

woraus im Hinblick auf die obigen Bedingungen 

a|b = ai&i+a2&2, 

d. h. auch das innere Produkt zweier beliebiger freier Vektoren 
der Ebene ist keine Vektorgröße mehr^ sondern ein Skalar 
und zwar eine geometrische Zahlengröße zweiter Dimension, 
welche von der Reihenfolge der Faktoren unabhängig ist. 
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Fülire ich noch in den Ausdruck ftLr a{b die trigono- 
metrischen Ausdrücke fOr a^, o,, b^, b^ aus Nr. 27 ein^ 
so wird 

a|b = a6 { cos(ei, a) cos(ei, b) + sin(ei, a) sin(ei, b)} 

= ab cos {(e^, b) — (e^, a) } 
oder 

a I b =» a & cos (a^ b). 

Hieraus folgt für b » a: 

a I a » a' 



oder 

a=»yäja. 

Weiter folgt die Bedingung dafEir, daß die beiden Vektoren 
a^ b senkrecht aufeinander stehen^ in der Form 

a|b--0. 



Ihrer Wichtigkeit wegen will ich die Ergebnisse der 
Nummern 27, 28 noch zusammenfassend aussprechen: 

Das äußere une das innere ProduM zweier freier Vektoren 
der Ebene liefern Jceine Vektorgrößen mehr, es sind geometrische 
Zahlengrößen der zweiten Dimension, Doch haben diese Skalare 
verschiedenen Charakter. Während das äußere Produkt bei 
Vertauschung der Faktoren sein Vorzeichen (das Parallelogramm 
seinen ümfahrungssinn) wechsdt, besitzt das innere Produkt die 
kommulative Eigenschaft, 

Die Verschiedenheit der beiden Produktformen findet ihren 
tmmittdbarsten Ausdruck in den Formeln 

ab = ab sin (a, b), a | b = a& cos (a, b). 

29. Ergänzung eines Vektors. MultiplikationstaheUe. — Die 
beiden letzten Formeln der vorigen Nr. legen den Gedanken 
nahe, ob es wohl möglich ist, die innere Multiplikation auf 
die äußere zurückzuführen. Dies gelingt in der Tat durch 
Einführung eines neuen Vektors, der aus b entsteht durch 
Drehung dieses Vektors um 90^ im positiven Sinn. Ich nenne 
ihn (im Anschluß an Graßmann) die Ergänzung des Vektors b 
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und schreibe ilm |b^ wobei der vorgesetzte Y ertikalstricb ^) 
die ErgSnzong andeuten soll (sprich: Ergänzung b). Bei 
Zurückführung auf den Einheitsvektor lautet die Definüian: 
Die Ergänzimg eines EinheiisveTdors ist derjenige JSinheitsvektar, 
wdcher hei JDrehwng um 90^ im positiven Sinn hervorgeht. 
Hieraus folgt 



e 



femer 



s 



e 



u 



e, 



— e 



1; 



a = aj e^ + Og II ej = flfj e^ — Ogei, 



folglich 



a = flfi ©1 — «2 1 6i= — 0161 — «2 e 



'if 




Setze ich diese 
Formeln in die 
Zeichnung um, so 
sehe ich; daß auch 
der einem belie- 
bigen Vektor vor- 
s^esetzte Ermn- 
ftmgsstrich 1^ 
die Bichtung des 
Vektors um 90® 
im positiven Dre- 
hungssinn ändert, 
seine Länge un- 

geändert läßt (vgl. Fig. 17). 

Danach kann ich sagen, daß das innere Produkt zweier 
Vektoren sich als äußeres Produkt aus dem ersten Vektor 
und der Ergänzung des zweiten auffassen läßt: Denn das 
äußere Produkt, gebildet aus a und |b, d. h. [a(|b)] ist gleich 

1) Die Berechtigung dazu, den schon beim inneren Prodnkt ver* 
wendeten Vertikalstrich in einer neuen Bedeutung zu verwenden, er- 
gibt sich erst aus dem Folgenden. Eigentlich hätte ich ein neues Zeichen 
einführen müssen, das erst nach dem Identitätsbeweise durch den 
Vertikalstrich zu ersetzen gewesen wäre. 



Flg. 17. 
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a&sin(a^ |b); da doch der numerische Wert von |b wieder 
gleich b ist; und femer 



(a,|l)) = ^ + (a,b), 



also 
folglich 



sin (a, I b) = cos (a, b); 
[a(|D)]=.[a|b]. 



Hiermit ist nachträglich der Beweis daftir erbracht^ daß der 
Yertikalstrich^ welcher zuerst beim inneren Produkt auf- 
trat; mit demjenigen identisch ist^ welcher die Er^Lnzung 
charakterisiert. 

Ich will noch die über das Multiplizieren der Einheits- 
vektoren getroffenen Festsetzungen in einer Tabelle zusammen- 
stellen: 

Tabelle I. 





ei 


e,= e. 


*s — ©1 ©1 


e, 





1 





e» 


1 





• 1 


e, 





-1 






Dieselbe gibt das Resultat der äußeren Multiplikation eines 
Einheitsvektors in der Vertikalen mit einem solchen in der 
Horizontalen. 

30. Zusammenhang des äußeren Produktes zweier Vektoren 
mit dem äußeren Produkt dreier Pwnkte. — In Nr. 18 habe ich 
den Zusammenhang zwischen dem gebundenen und dem freien 
Vektor dargelegt und gezeigt; daß das äußere Produkt [P1P2] 
sich als äußeres Produkt eines Punktes mit einem freien 
Vektor, nämlich [P^ P^ — P^ auffassen läßt. 

Analog läßt sich das äußere Produkt dreier Punkte als 
Produkt eines Punktes mit dem Produkt zweier freier Vektoren 
oder eines gebundenen mit einem freien Vektor darsteUen: 

[P,P,P3] = [P, P,^P, P,^P,]==[P,P, P3-PJ. 
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Im Anschluß hieran will ich die Bedingungen zusammen- 
stellen, welche wir fOr die besonderen Lagen zwischen Punkten 
und Linien der Ebene gefunden haben: 

[P^Pg] = als Bedingung dafür , daß zwei Punkte aufein- 
ander fallen, 
[PtPfP^ = als Bedingung dafär, daß drei Punkte kollinear 

liegen, 
[Pa] == als Bedingung dafür, daß ein Punkt in eine 

Linie fallt, 
ab = als Bedingung dafür, daß zwei Linien parallel 

sind, 
a I b » als Bedingung dafür, daß zwei Linien aufein- 
ander senkrecht stehen. 

31. Deutung des äußeren und inneren Produktes zweier 

Vektoren für die Mechcmik. — Das äußere Produkt dreier 

Punkte [P QE] habe ich bereits als das Moment der Kraft [P Q] 

in bezug auf den Punkt B gedeutet. Nun ist aber, wie in 

voriger Nummer gezeigt, das Parallelogramm, wovon P, Q, B 

drei Ecken bilden, gleich dem Parallelogramm, gebildet aus 

der Ecke P und den Vektoren Q — P, B— Q oder aus den 

Vektoren [P^] und B — Q, und wenn diese gleich k, y bzw. I, r 

gesetzt werden, 

[Pe-B] = [PkT] = [lT]. 

Kommt es nun bloß auf die Große des Momentes an, nicht 
auf die Lage in der Ebene, so kann ich von dem Punkt, der 
es gewissermaßen in der Ebene festheftet, absehen und [ky] 
statt [Pkr] setzen. Demnach stellt das äußere Produkt zweier 
Vektoren das staiische Moment einer Kraft in hezug auf einen 
Punkt da/r. 

Das auf den ersten Blick befremdliche Gesetz, wonach 
ein äußeres Produkt freier Vektoren bei Vertauschung der- 
selben das Vorzeichen wechselt, bedeutet hiemach nichts 
anderes, als daß die Kräfte einander verstärken, wenn sie vom 
Drehpunkt aus betrachtet nach derselben Seite gerichtet sind, 
hingegen einander entgegenarbeiten, wenn sie nach der ent- 
gegengesetzten Seite gerichtet sind, so daß, wie Graßmann 
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sagt; ;, durch den Begriff des Momentes ^ nach welchem die Natur 
selbst yerfährt; jener Begriff des äußeren Produktes gerecht- 
fertigt wird*^ 

Das innere Produkt zweier Vektoren läßt sich als die 
Arbeitsleistung, bezogen auf die Zeiteinheit, deuten. Nämlich, 
da es sich um zwei freie bzw. um einen gebundenen und 
einen freien Vektor handelt, darf ich einen der freien Vektoren 
bzw. den gebundenen Vektor als Kraft deuten; den anderen 
freien Vektor deute ich als Verschiebung des Angriffspunktes 
der Kraft, dann ist 

k I Y = iv cos (k, t) oder 1 1 t == !ü cos (I, y) 

nichts anderes als das Produkt aus dem in der Zeiteinheit 
zurückgelegten Weg in die Projektion der Kraft auf die Weg- 
richtung; d. h. die in der Zeiteinheit geleistete Arbeit. 

Hiemach stellt sich für die Ebene das Prinzip der vir- 
tuellen Verrückungen in einfacher Weise wie folgt dar: Die 
nKräfte einer Ebene (i; 1^^ . . . In mögen auf ein starres System 
wirken, so ist es nach Nr. 11 möglich, eine Resultante I zu 
finden, derart daß „ 

I = 2? I.. 

Nun mögen die Angriffspunkte der Kräfte eine virtuelle Ver- 
rückung erfahren, welche ich, da sie eine bestimmte Länge, 
bestimmte Richtung und Sinn hat, als Vektor Y darstellen 
kann; dann werde diese Gleichung innerlich mit Y multi- 
pliziert, so wird 

P I T] = J;i, I y]. 

Soll nun das System unter dem Einflüsse der n Kräfte in 
Buhe bleiben, so muß die von der Resultante geleistete Arbeit 
für jede virtuelle Verrückung verschwinden, folglich auch, wie 
die Gleichung zeigt, die algebraische Summe der von den 
Kräften geleisteten Arbeiten. 

Es zeigt sich schon hier die überraschende Tatsache, daß 
die beiden Verknüpfungen zum äußeren und inneren Produkt 
gerade di^enigen Verknüpfungen sind, welche für die Mechanik 
des starren Körpers fundamentale Bedeutung besitzen. 
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S2. Hohensabs am Dreiedk. TrigtmamebrisAe Begidtungen 
am DreieA und ViereA. — 1) Die Ton A imd B auf die 
Seiten BC bzw. CA geialltea Lote m^pn nch in H treffen. 
Dann iat zn zeigen, daß aoch HC aof AB senkrecht steht 

Nach y oianssetznng yeiBchwinden folgende beiden inneren 
Produkte: 

die ich auch wie folgt schreiben kann 

Dorch Ansmnltiplizieren folgt 

[A-HlG-Hj^lA-HlB^S], 
IB'-S\C-H]=^[A'-^H\B-H], 

woraus durch Subtraktion 

[a-JIj^-JI-5 + fl]= 
oder 

[C-HlA-Bj^O, 

was nichts anderes besagt, als daß CH auf AB senkrecht steht. 

2) um den Sinussatz f&r das Dreieck herzuleiten, gehe 

aus von der Relation 

a + b + c = 0, 

die zwischen den Seiten eines Yektordreiecks besteht Multi- 
pliziere sie äußerlich mit a, so folgt 

ab = ea 

oder 

ab suL(a, b) » ac 8in(c, a), 
woraus wegen 

(c, a) = Ä — /5, (a, b) == Ä — y 

& sin g/ » c sin /3. 

3) Um den Eosinussatz für das Dreieck zu gewinnen, 
schreibe die Vektorgleichung in der Form 

a + b = --c 

und multipliziere sie innerlich mit sich selber: 
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80 wird 

oder 
oder 



[a + b|a + b]-[c|c], 

[a|a] + [b|b] + 2[a|b] = [c|c] 
a* + 6* + 2 ab cos (a, b) = c* 

a* + 6* — 2ab cos y «= c*. 

4) Es ist leicht, den Sinus- und den Eosinussatz auf das 
Viereck auszudehnen. Zu dem Ende betrachte ich das Yektor- 
viereck mit den Seiten a^, a^, ag, a^, zwischen denen die 
Bedingung besteht 

Multipliziere ich diese Yektorgleichung nacheinander äußerlich 
mit a^, aji, ag, a^, so ergeben sich die skalaren Gleichungen: 

a^ sin a^^+ a^siaa^^ + a^ sin a^^ «= 0, 

— «i sin «12 + fl^s sin «88 + (^A 8^ ^4 '^ 0; 

— o^ sin «^3 — Ol sin «23 + «4 sin «m = 0, 

— «j sin «14 — Oj sin «j^ — aj sin «34 =- 0. 

Aus diesem System linearer homogener Gleichungen, welche 
die Erweiterung des Sinussatzes auf das Viereck darstellen, 
folgt noch eine Identität. Es muß die schiefsymmetrische 
Determinante 





— sin «ij 

— sin «13 

— sin «14 



sin «12 


-sinc^s 

— ■ sin «24 



sm«i3 
sin «23 


— sin «34 



sm«i4 
sin «24 

sin «34 




-0 



sem. 



Wird dagegen die obige Vektorgleichimg innerlich mit sich 
multipliziert; so erhalte ich; ccn als Innenwinkel vorausgesetzt 

<*!*+ «2*+ «8*+ öt4*-- 2a2a8 cos «28 — 203«^ COS «31— 2aia| cos «i, 
— 2aia4 cos «14 — 2a2a4 cos «24 -— 2a3a4 cos «34 = 0. 

Und wenn die Vektorgleichung in der Form 

ai + Bg+aj^ a4 

innerlich mit sich selber multipliziert wird; so folgt 
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a/^ «1*+ 0^*+ «8*— 20,03 C08 023—2030^ cos «81— 2oiOj cos «ij. 

Wird sie di^egen innerlicli bzw. mit a^^ a^i a^, a4 multi- 
pliziert; so ei^ibt sich 

ö^i + o, cos «12 + ^ ^^8 ^81 + Ö4 cos «14= 0, 
a^+ a^ cos «23 + O4 cos «,4 + % cos «u = 0, 

^8 + ^4 cos «84 + «1 cos «31 + Äj COS «23 ^ 0, 
O4 + ÖTi COS «14 + «2 cos «24 + Oj COS «34 = 0, 

und es folgt das Yerschwinden der Determinante 

1 cos «12 cos «13 cos «14 

cos «12 1 C0SC^3 cos «24 
cos «13 cos «23 1 COS «34 
cos «14 COS «24 COS «34 1 

Es ist hiernach leicht zu übersehen, wie sich diese Formeln 
auf beliebige Polygone übertragen lassen. 

33. Methode, um trigonometrische Iden- 
titäten aufzustellen, — Ich will an einem 
Beispiel zeigen^ wie die Yektormethoden 
zur AufeteUung trigonometrischer Iden- 
titaten benutzt werden können. Zu dem 
Ende stelle ich mir die Aufgabe, die 
Beziehung zwischen drei beliebigen Vek- 
toren der Ebene zu finden, wobei die 
Koeffizienten durch die Yektorlängen und 
die Winkel auszudrücken sind. 

Seien a, b, C drei beliebige Vektoren 
der Ebene, so kann ich immer voraus- 
setzen, daß sie in einem Punkt zusammen- 
treffen, und durch diesen will ich eine ver- 
tikale Achse gezogen denken. Die Lage der Vektoren gegen 
diese Achse wird dann durch drei Winkel «, ß, y in der Weise, 
wie die Figur 18 zeigt, bestimmt. 




Flg. 18. 
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Gemäß Nr. 15 kann ich sofort die folgende Beziehung 
ansetzen: 

a =» a;b + ye. 

Um X und y zu bestimmen; multipliziere ich diese Gleichung 
äußerlich mit C und erhalte 

ac = Ä:[bc], 

woraus 

ae 

^ bc 

Wird anderseits jene Identität mit b äußerlich multipliziert, 

so ergibt sich 

ab 

Demnach nimmt die allgemeinste Beziehung zwischen drei 
Vektoren der Ebene die Form an: 

[bc]a + [ca]b + [ab]c = 0. 

Beiläufig eine Bemerkung, welche der Vergleich dieser 
Formel mit der aus Nr. 19 hei^enommenen Formel 

\B(J\A+ \CÄ\B + iAB\G^ 

eingibt, wo Ay B, C drei kollineare Punkte bedeuten. Diese 
Relation behält ihre Gültigkeit, wenn ich die Punkte er- 
setze durch freie Vektoren. Wie Graßmann allgemein be- 
wiesen hat, lassen sich alle Gleichungen zwischen äußeren 
Produkten von Punkten durch Gleichungen zwischen äußeren 
Produkten von freien Vektoren ersetzen. 

Nun ist, wie unmittelbar aus der Figur ersichtlich, der 
Winkel, den der Vektor C mit a bildet, gleich (y — a) und der 
Winkel des Vektors b gegen c gleich 360 — (y — ß), daher, 
wenn ich noch die numerischen Längen von a, b, C mit a, b, c 
bezeichne, 

ac == — acsin(y — a), 

bc = + bcBm{ß — y), 
und entsprechend 
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Demnach 



ab >» + ^^ sin (a — ß), 
cb =» — 6c sin (ß —• y). 

a flin (y — a) a Bin (cc — ß) 



Folglich gewinnt obige Identität die Form 
6c sin (/5 — y) • a + ca sin (y — a) • b + 0^6 sin (a — /J) • c = 0. 

Will ich jetzt von dieser Yektoridentitat zur skalaren 
Identität übei^ehen, so multipliziere ich sie innerlich mit sich 
selber und erhalte 

6Vsin«(/J - y).a*+ cVsin«(y - a).6*+ a*6*sin«(a - /J).c* 

+ 2 a*6c sin (y — a) sin (a — /J) [b | c] 

+ 2 a6*c sin (a — /J) sin (/J -- y) [c | a] 

+ 2 a6c* sin (/J — y) sin (y — «) [a | b] = 0, 

oder unter Substitution der Werte för die inneren Produkte: 

sin* (/J — y) + sin* (y — a) + sin* (a — /J) - 2 sin (y — a) sin (a — /J) cos (ß - y) 

—2 sin (a—ß) sin (/J— y) cos (y— a) — 2 sin (/J— y) sin(y— a) cos(a— /J)=0. 

Eine andere Identität ergibt sich^ wenn die Yektoridentitat 
in der Form 

6c sin (/8 — y) • a •= — ca sin (y — a) • b — a6 sin (a — /J) • C «= 

innerlich mit sich selber multipliziert wird, nämlich 

sin* (/J — y) =» sin* (y — a) + sin* (a — ß) 

— 2 sin (y — a) sin (cc — ß) cos {ß — y). 

84. Die UmJcehrung des Ptolemäischen Satzes. — Bezeichnen 
üf b, c, d die Seiten, e und f die Diagonalen eines Vierecks 
und besteht zwischen ihnen die Relation 

ac + bd = ef, 

so ist zu beweisen, daß diese Relation durch Umformung zu 
der bekannten Winkelbeziehung am Ereisviereck führt. Diese 
Frage hat durch einen interessanten Aufsatz, welchen Herr 
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Franz Meyer im 7. Bande des ArcluYS der Math, und Phys. 
veröffentlicht hat^ erneutes Interesse gewonnen. Der nach- 
stehende Beweis für die ümkehrbarkeit des Ptolemäischen Satzes 
ist von bemerkenswerter Einfachheit^ 
Ich quadriere die Belation^ so daß 

- 6*d*+ cY*= + aV+ 2abcd, 

und fasse das Viereck als Yektoryiereck auf^ dann bestehen 
zwischen dessen Seiten und Diagonalen a^ b^ c^ d^ e; f folgende 
einfachen Beziehungen 

e»a + b^ f = b + c, d«= — a — b — c, 

woraus 

e«= a^+ 6«+ 2[a|b], p= 6«+ c«+ 2[b | c], 
d«=a«+6«+c«+2[b|c] + 2[cJa] + 2[a|b]. 

Diese Ausdrücke führe ich ein, so ergibt sich nach einigen 
Kürzungen 

c«[a|b]-[b|e][c|a]-6«[c|a] + [a|b][b|c] 
+ [a I a + b + c] [b I c] = abcd. 

Nun benutze ich folgende identischen Umformungen der Ebene 

V [c I a] — [a I b] [b | c] = ab^c {cos (c, a) — cos (c, b) cos (a, b) } 
« ab^c sin (c, b) sin (a, b) == — [b e] [ab], 

und entsprechend 

c«[a|b] - [b |c][e|a] « - [ca][bc], 

folglich 

c2[a|b]-.[b|c][c|a]-b^[c|a] + [a|b][b|c] = [bc][a b + c] 
= [bc][a a + b + c]. 

Nehme ich noch die Gleichheit d = — a — b — c hinzu, 
so yereinfacht sich die obige Relation in 

[bc] [ad] + [a I d] [b I c] = - abcd, 
welche auch so geschrieben werden kann 

Jahnke, YorleBoxigen über die Yektorenreohnung. 4 
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a6c£i{Bin(b,c)sin(a^d) + cos(b,c) coB(a>d)} = — aftcd, 

^^^^ coB{(a,d)-(b,c)} 1, 

"^ (a,d)~(b,c) = 180«, 

d k in der üblichen Winkelbezeidmung a + y = 180^ 

85. Entfermmg zweier Tunkte eines Breiecks. — Gegeben 
die beiden Funkte P nnd Q nnd 

P^ttÄ+ßB+yC, a + /J + y-l 
dann wird 

Q^P^a(Q-Ä) + ßiQ-B) + y{Q-^G)^aT^+ßT,+ yT^. 

Darans dnrch innere Multiplikation PQ^= 

<^V + /»V+ yV+ 2/Jy[r, |r,] + 2ya[T^\T^-\ + 2i^i5[ri|r,], 

nnd wegen 

2 [r« I Ts] = 2rjr3 cos (r,, r,) = r^* + r,* - a*, usw. 
folgt 

Pe«= «V,«+ /JVg«+ y\^+ ßy (r,^+ r.^^a^) + ya(r,^+ V- 6^ 
+ aß(r,Hr^'-<^)^{a^+€cß + ccy)r^^+(ß'+ßy + ßa)r,^ 

+ (y^+ycc+yß)r^^-(ßya^+yccb'+ccßc*) 
oder 

Pö«= ari«+ /5 V+ yr,«- {ßya^+ yah^+ aßc^) 
oder 

PÖ«=,a.ö^«+/J-CJSHyöC*-0Jya^+y<^6Ha/Jc«), 

a+ß + y^l, 

d. i. der gesuchte Ausdruck für die Entfernung zweier Punkte 
P, Q in der Ebene des Dreiecks ABC mit den Seiten a, hy c. 
Ich will diesen Ausdruck fär einige Fälle spezialisieren. 

1) Ist Q der Umkreismittelpunkt Jf, so wird ^1=5^2=^3=^, 
folglich 

P]iP^r^-(ßya^+yab^+aßc^). 

Ist außerdem P der Schwerpunkt S, so wird 

Alf 2 = r* ^g ^ — 
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2) Fällt P in den Inkreismittelpunkt J, so wird a = — > 
^ = 2^' y = 1^' ^o 25 = a + 6 + c, nnd 

2sJQ^=-a'QÄ^+h'QB^+C'QG^'-ahc. 

Ist insbesondere Q der ümkreismittelpunkt M, so ergibt sich 
•die Enlersche Relation 

JJf>=:r*-2rp. 

3) Wird P zum Lemo in eschen Punkt K, also 

«o folgt 

Feilt insbesondere Q in den Schwerpunkt, so wird 



L Übungen. — 1) Bezeichnen Ä, B, C, D beliebige 
'Großen, so besteht die Identität 

(Ä ^B){G-B) + {A- G){B--B) + {A -B){B ^C)^0. 

Dieselbe bleibt erhalten, wenn ich unter Ä, B, C, B Punkte 
yerstehe und die algebraischen Produkte durch innere ersetze. 

2) Die allgemeine Beziehung zwischen drei beliebigen 
Tektoren der Ebene läßt sich in die Form bringen: 

£bcpa=:{c*[a|b]-[b|c][e|a]}b + {6»[c|a]-[a|b][b|e]}c. 

Durch Vergleich mit der in Nr. 33 gegebenen Formel folgt 

6^[e| a] - [a I b][b I c] « - [ab][bc], 
c«[a I b] ~ [b I e] [e I a] ^ [be] [ea]. 

3) Bedeuten a, b, e, d vier beliebige Vektoren der Ebene, 
so ist identisch 



a I a b|b c|c , d|d ^ q 



lab] [ac] [ad] ^ [ba] [bcj [bd] ^ [ca] [cb] [cd] ' [da] [db] [de] 

4* 
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Welche Relation folgt hieraus für die Winkel des vollständigen 
YierseitS; also für den speziellen Fall^ daß a^ &, Cy d die Seiten- 
langen eines Vierecks bedeuten? Wie lautet die entq>rechende 
allgemeine Formel für m Elemente? 

4) Die Winkelhalbierenden ; gerechnet von der Ecke bis 
zur Gegenseite^ sind bestimmt durch 

(b + C)tOa = 2 bc cos -|; 

(c + a)fVb=' 2ca cos ^f 
(a + b) M?c= 2ab cos -^ • 

5) Der Abstand des Schwerpunktes 8 yom Inkreismittel* 
punkt J fließt aus 

SJ^^iibc + ca + ab) - i(a«+ 6«+ c«) - — • 

6) Die Abstände des Höhenschnittes H Tom Schwerpunkt 
8, nnd Inkreismittelpunkt J folgen aus 

55»= 4r«- l- («« + 6» + c»), 

S 

7) Es ist zu beweisen; daß die Bedingung dafür ^ daß 
drei Punkte Ä, B, G mit dem Punkt D = aÄ+ ßB + yCy 
€c + ß + y = l, auf demselben Kreise liegen, lautet 

a* &* c* 

— + -.- + — = 0, 

wenn a, b, c die Längen der Seiten des Dreiecks ABC be- 
deuten. 

Die Yorstehende Relation ist nichts anderes als die 
Gleichung des Umkreises eines Dreiecks in Dreieckskoordinaten. 

Wie folgt hieraus der Satz des Ptolemäus? 

Nenne ich noch die Gegenseiten des yollständigen Vierecks 
a, a'] 6, 6'; c, c\ so stellt sich der Punkt D in folgender 
Weise dar: 

aVc'Ä- bcU'B + ca'VG- abcD = 0, 
wobei 

a6 V - bc'a' + ca'V - abc = 0. 
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8) Liegen vier Punkte Ä^, A^, Ä^, Ä^^ auf einem Kreise, 
80 besteht zwischen ihnen folgende Beziehung 

«IS«84Ö^4- Ö^81«84«14+ ^i^U<h4,'- ^Z^il<^19 = ^ f 

WO die aa die Längen der Yerbindungsstrecken AiÄjt bedeuten. 

9) Für ein beliebiges Viereck ÄBCD gut 

oder 

hd cos.(b, d) — ac cos (a, c) = efcos (e, f), 

femer 

a* — 6* + c* — d*= 2ac cos (a, c) — 2bd cos (b, d), 

a^-V+c^-d^+ief cos (e, f ) = 0, usw. 

10) Li Erweiterung eines Steinerschen Satzes, der für das 
Viereck gilt (Ges. W. 1, 162), die folgende Formel für das Fünf- 
eck zu beweisen: 

3 (a^H «28*+ a,4*+ 045«+ «51*) = «18*+ «»4*+ «85*+ «41*+ «52* 

+ 4(mi*+ Wg* + Wj* + m4* + Wj*), 

wo die mi die Verbindungsstrecken der Diagonalmitten bedeuten, 
und zwar bezieht sich m^ auf die beiden Diagonalen A^Ä^ 

.^io /tK , USW. 

11) Haben die Teildreiecke des Dreiecks ABC den Likreis- 
mittelpunkt zur gemeinsamen Spitze, so verhalten sich die 
Radien der zugehörigen Umkreise wie 

a cos ^ cos ^ : 6 cos |^ cos ^ : c cos ^ cos ^ • 

12) Von einem beliebigen Pimkt seien auf die Dreiecks- 
seiten Lote gefällt und die Abschnitte um A, B, G herum 
bzw. X^, X^'] X^, X^'] A3, A3' genannt, alsdann bestehen die 
Beziehungen 

Ajai-f- Aja5,+ ^8«8= V«i+ V«»+ V«8=- t(«i*+ «a*+ «»*)• 

13) In Erweiterung des Satzes von der Euler sehen Ge- 
raden besteht folgender Satz für das Ereisyiereck E^E^E^E^: 
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Konstruiert man zu jedem Teildreieck EiEkJEi den Hohen- 
schnitt Hfnf so schneiden sich die Verbindungslinien Hm Em 
in einem Punkt H und werden durch H halbiert. Nennt man 
femer S den Schwerpunkt der Ecken des Vierecks und den 
TTmkreismittelpunkt^ so liegen diese Punkte H, S, auf einer 
Geraden derart^ daß S den Abstand HO halbiert. 

14) Sind auf den Seiten eines Dreiecks A^A^A^ drei be- 
liebige Punkte bzw. Ä^y A^, Ä^ gegeben, so schneiden sich 
nach einem bekannten Satz yon Mannheim die Umkreise der 
drei Dreiecke A^A^A^y A^A^Aly A^A^A^ in einem Punkte JB. 
Zu beweisen^ daß 

Tq 'AiB == alükai (♦, A;, Z= l, 2, 8; 2, 3, 1; 3, 1, 2) 

ist, wo 
Tc^ = ^J/:l^+ a^a^a^ cos (tl+ a^a^a^ cos a^ + a^a^a^ cos a^. 

Dabei bedeuten Ay /l^ die Inhalte der Dreiecke A^A^A^ 
AlA^Al\ tti, Oj, Oj, a/, a^y a^ die zugehörigen Seitenlangen 
und a^y a^y a^ die Winkel des zweiten Dreiecks. 

15) Fällt man von einem Punkte P auf die Seiten des 
Dreiecks ABC Lote, welche auf den Seiten BCy CAy AB 
bzw. die Abschnitte a,, a^\ h^y h^] o^, c^ liefern, so bestehen 
folgende Beziehungen: 

aa^ + ih + c^i = 1 (a* + 6* + c*), 

16) Vom Lemoine-Grebeschen Punkt seien auf die Seiten 
des Dreiecks Lote gefällt, dann fallt der Schwerpunkt des 
entstehenden Fußpunktendreiecks in den Lemoine-Grebeschen 
Punkt. 



Fünftes Kapitel. 
Anwendnngeii auf Mechanik und Physik. 

37. Eine Icmematische Aufgabe. — Gegeben ein ebenes 
Gelenkviereck. In seiner Ebene sitze auf jedem Stab in starrer 
Verbindung ein gleichschenklig-reclitwinkliges Stabdreieck. 
Wie bewegen sich die Yerbindongsstabe je zweier Gegen- 
ecken der vier Drei- 
ecksspitzen gegen- 
einander, und wie 
verhalten sich ihre 
Längen zueinan- 
der? 

Ich fasse das 
Gelenkviereck als 
ein Vektorviereck 
auf mit den Seiten 
(Fig. 19) 

A^— A^=^ ^y 

A^— A^==^j 

A^ — A^ = a^. 

Die Mittelpunkte dieser Seiten stellen sich dar als 

^ + ^=2Jf2, 
A^ + A^^2M^, 
A^+A,^2M^. 

Heißen die Spitzen der auf den Vierecksseiten errichteten 
gleichschenklig- rechtwinkligen Dreiecke Bi(i=l, 2, 3, 4), so 
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ist der Yektor Bt — Mt ebenso lang wie der halbe Vektor %t, 
steht aber senkrecht auf ihm, also ist 

2(Bi-Mi)-\Ht («•-!, 2, », 4), 

woraos 

2.B, = ^ + ^4+ |a„ 

Jetzt bUde ich die Differenzen: 

2(5i -£,)-! 8,-(J,- J,)-|a,+(^i-^J=|aj - a,-|a, + a„ 
2(J%-BJ=(^-^)+|a,-(^,-^,)-|a,= a,+|a,- a,-|a,. 

Nehme ich Ton dem zweiten Yektor die Er^nzung, so folgt 
wegen || a — — a: 

2|(.^-.B4) =. |ai+ IIa,- |a,- lla^- |ai- a,- |a,+ a^, 

daher 

2|(5,-.BJ = 2(P,-B,) 
oder 

\{B,- B:) == B,- B„ 

d.h. die Stabe B^B^^ und B^B^ sind gleichlang und bewegen 
sich senkrecht gegeneinander. 

Dieser Satz ist die Yerallgemeinemng eines yon Collignon 
mitgeteilten Theorems. Auch steht er in naher Beziehung 
zum Peaucellierschen Inyersor, der die exakte Geradführung 
eines Punktes bezweckt. 

unmittelbar fließt aus den Formeln^ welche die Punkte Bi 
durch die Äi ausdrücken; die Beziehung 

B^ + B^ + B^ + B^=^A^ + A^ + J^ + Ä^, 

d. h. die Schwerpunkte der Ecken der beiden Vierecke fallen 
zusammen. 

Es mag außerdem der Inhalt des Vierecks B^B^B^B^ be- 
stimmt werden, wenn das Viereck A^Ä^A^A^ als gegeben an- 
gesehen wird. Er heiße F, dann ist 

2Fi=[JB,-JB3 B^^B^\ 
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Benutze ich die eben gefundene Darstellung der Punkte Bij 
so wird 

8Fi = — («1* + 0^*+ 05*+ a^) + 2(a^a^ sin a^^ + a^a^ sin «23 

+ a^a^ sin «34 •+a^ai sin a^J + 2 (ajO^ cos «81 + 05104 cos a^^, 
wo der Winkel . v ,. , . « « .x 

Da nun der Inhalt V des gegebenen Vierecks 

4F= a^o^ sin a^^ + a^a^ sin cc^^ + a^a^ sin «34 + ^4^1 sin «4^ 
ist, so folgt 
8 Fl = 8 F+ 2 (aj a^ cos «jj + o» «4 cos 0^4) — (a^^ + a^^ + 03*+ a^^) 

oder 

8(F- Fl) = [ai- a^lai- aj] + [%- a4|a8- a4]. 

Endlich läßt sich beweisen^ daß die Summe der Quadrate 
zweier Gegenseiten eines Gollignonschen Vierecks', d.h. eines 
Vierecks, dessen Diagonalen gleichlang sind und aufeinander 
senkrecht stehen, gleich der Summe der Quadrate der beiden 
anderen ist. 

88. Herleiitmg der Fonndn für die Intensitäten des partiell 
reflektierten und gebrochenen Lichtes. — Die übliche Herleitung 
der Formeln, welche Fresnel und F. Neumann für die 
Intensitäten des partiell reflektierten und gebrochenen Lichtes 
aufgestellt haben, setzt für die elektromagnetische Welle die 
Form der Simisschimngung voraus. An die Stelle dieser Vor- 
aussetzimg tritt hier die allgemeinere, daß ich die Welle als 
einen Vektor auffasse, dessen Länge durch die Schwingungs- 
amplitude gemessen und dessen Richtung und Bichtimgssinn 
durch die Fortschreitungsrichtung der Welle bestimmt wird. 
Hierdurch gewinnt die Herleitung einen durchaus elementaren 
Charakter. 

Ich bemerke noch, daß die in Bede stehenden Formeln 
aus remen Identitäten hervorgehen, zu denen die Energie- 
gleichung hinzugenommen wird. 

Der Physik entnehme ich nim erstens, daß eine elektro- 
magnetische Welle, welche auf die Grenzebene zweier Medien 
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auftrifft, sich im allgemeinen in eine reflektierte und eine ge- 
brochene Welle zerlegt; zweitens, daß die Fortpflanznngs- 
richtnngen der drei Wellen, der einfallenden, der reflektierten 
und der gebrochenen in einer Ebene liegen; und drittens, daß 
der Reflexionswinkel gleich dem Einfallswinkel ist. Nun gibt 
es an einer Welle zn unterscheiden: Amplitude, Schwingnngs- 
richtung, Fortpflanzungsrichtung, Frequenz und Phase. Indem 
ich eine ideale Trennungsebene der Medien zugrunde lege, bei 
welcher allein die in Bede stehenden Formeln physikalische 
Gültigkeit beanspruchen, darf ich von der Phase absehen und 
annehmen, daß die Wellen gegeneinander keinen Phasenunter- 
schied zeigen. Aber auch von der Frequenz und Schwingungs- 
richtung will ich absehen. Das ist gestattet, wenn alle Wellen, 
welche in die Bechnimg eintreten, gleiche Schwingungszahl 
und Schwingungsrichtung haben. Dabei ist es, vom analytischen 
Standpunkt aus, gleichgültig, welchen Winkel die Schwingungs- 
richtung mit der Einfallsebene bildet, wenn sie nur für alle 
drei Wellen die gleiche ist. Physikalisch ist diese Bedingung 
in dem Fall, daß die Schwingungsrichtung nicht in die Einfalls- 
ebene föllt, nur dann erfüllt, wenn die Schwingungsebene senk- 
recht zur Einfallsebene verlauft. Diese Voraussetzung soll 
gemacht werden; die folgenden Betrachtungen beziehen sich 
demnach zunächst auf den Fall einer linear polarisierten Welle, 
die senkrecht zur Einfallsebene schwingt. 

Hiemach kann ich eine elektromagnetische Welle als einen 
Vektor auffassen, dessen Länge durch die Schwingungsamplitude 
gemessen und dessen Richtung und Sinn durch die Fort- 
schreitungsrichtung der Welle bestimmt wird. 

Erster Fall, wo die Sdimngungsd>ene senkrecht zur Einfalls- 
ebene steht. — Nenne ich die Vektoren, welche die einfallende, 
die reflektierte und die gebrochene Welle darstellen, 6, r, d, 
die zugehörigen Amplituden E,, i2„ D,, wo der Index s an- 
deuten soll, daß die Schwingungen senkrecht gegen die Einfalls- 
ebene verlaufen, dann kann ich sofort ansetzen 

e = xr + yi. 

Wie sich x und y bestimmen, geht aus den Identitäten in Nr. 33 
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hervor. Man hat nur notig, in Bücksicht auf Fig. 20, die 
Winkel ß, y der Nr. 33 durch — a bzw. 180 + /S zu ersetzen, 
damit das Beflexionsgesetz erfüllt werde, und damit ß die Be- 
deutung des Brechungswinkels erhalte. Die Yektorgleichung 
nimmt alsdann die Form an: 



e + f'^^"T^ r + 



Esm2a 



B sm{a + ß) ' D sin (a + ft 



d = 0. 



Anderseits kann ich folgende physikalische Überlegung 
anstellen. Ich habe es hier mit drei elektromagnetischen 
Kräften zu tun, die durch das Produkt aus Wellenamplitude 
und Ätherdichte gemessen werden. Wird noch die Bichtung 




Fig. «0. 

hinzugenommen, so lassen sich die Kräfte durch Vektoren dar- 
stellen, deren Länge durch jenes Produkt bestimmt wird. Nun 
sagt mir die Physik, daß sich der einfallende Vektor umsetzt 
in einen reflektierten und einen gebrochenen. Es muß also 
zwischen den drei elektromagnetischen Kräften (ihrer Größe 
und Bichtung nach betrachtet) Gleichgewicht bestehen. Wird 
noch das Verhältnis der Ätherdichten der beiden Medien, in 
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denen sich die Lichtvektoren bewegen, mit n bezeichnet, so 
lautet der yektorielle Ansdruck des Gleichgewichts 

e + r + nd =» 0. 

Hat der Äther überall gleiche Dichte — und das ist die von 
F. Nenmann gemachte Hypothese — , so hebt sich der auf 
die Äiherdichte bezügliche Faktor heraas, n wird gleich Eins, 
nnd die Yektorbeziehnng nimmt die einfache Form an 

e + r + d = 0. 
Die Hypothese, daß n von Eins verschieden sei, rührt von 
Fresnel her. Dabei ist n = -^— ä« 

Binp 

Der Vergleich der beiden Relationen, welche sich so 
zwischen den Vektoren e, r, d ergeben haben, fQhrt zu den 

Formeln Jgy ain (a - /3) ^ . E ßm2a ^ 

22 Bin (a + /?) "~ ^' D sin (a + /3) ^' 

woraus 

■p E Bm(a — ß) j. J^ sin 2a 

^""Eßin(a + /S)' -^""nBinCa + ft* 

und das sind die bekannten, vonFresnel und F. Neumann 
aufgestellten Ausdrücke für die Verhältnisse der Amplituden 
des reflektierten und des gebrochenen Lichtes zu derjenigen 
de& einfallenden Licbtes. und zwar setzt F. Neumann n = 1 
und findet 

^ ^ ' 8m(a-["P) 8m(a-fp) 

Fresnel setzt n =* -r— 5 und findet 

sinp 

• T^N -p EßiD.(a—ß) j^ 2^cosaflinj5 

{^J^,) M, - gin(^^^ ^ -Lf* ßin(a + /3) ' 

WiU ich zeigen, daß das Gesetz von der Erhaltung der 
Energie erfüllt ist, so schreibe ich die obige Vektorgleichung 
in der Form 

— e==r + wd 

und multipliziere sie innerlich mit sich selber, dann folgt 



oder 
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E^. = iZJ + n^m + 2w[r |d] 
Ei = JB? + n^DJ - 2n JB,D, cos (a + ß). 



Diese Relation, welche bei Einführung der in (jP«) oder 
(Nf) aufgestellten Ansdrücke zn trigonometrischen Identitäten 
führt, Hefert unmittelbar das Gesetz von der Erhaltung der 
Energie, wenn an Stelle der Amplituden die Intensitäten J 
eingeführt werden durch die bekannten Definitionen der Physik: 

' ' Bin 2 a 

sinoe 



WO im Neumannschen Fall n=^l, im Fresnelschen n^ . ^ 

' Bin p 

ZU setzen ist. Diese Definitionen gelten, welches die Schwingungs^ 
richtung des Lichtes auch sein mag. Hier sind E, B, D durch 
Et, Bt, Df zu ersetzen. Ich finde hiemach 

E] = JB; + «»2^ ^IJ, d. h. J, = Jr + Ja, 

indem sich unschwer nachweisen läßt, daß die rechts eigent- 
lich noch hinzutretenden Summanden einander aufheben, so daß 
die Energiegleichung in der Tat erfüllt ist. 

Zweiter FaU, wo die Schtvingungsehene der EinfciUsebene 
parallel ist, — Ich betrachte nunmehr den Fall, daß das Licht 
in der Einfallsebene schwingt. Ich schicke zunächst die Be- 
merkung voraus, daß die Formeln (jP,), (Ng), wie bei ihrer 
Herleitung bereits ausgesprochen worden ist, nicht bloß in 
dem FaUe gelten, wo das Licht senkrecht gegen die Einfalls- 
ebene schwingt, sondern in dem aQgemeineren FaUe, wo die 
Schwingungen der einfallenden, der reflektierten und der ge- 
brochenen Welle einander parallel verlaufen. Vom physi- 
kaUschen Standpunkt aus ist allerdings, wenn die Schwingungs- 
ebene nicht in die Einfallsebene fällt, nur der spezielle Fall 
realisierbar, daß die gemeinsame Schwingungsrichtung dieser 
drei Wellen auf der Einfallsebene senkrecht steht. Aber rein 
analytisch betrachtet, beanspruchen die in (jP,), (N,) auf- 
gestellten Ausdrücke auch noch Gültigkeit, wenn das Licht 
nicht gerade senkrecht gegen die EinfaUsebene schwingt, so- 
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bald nur die Bedingang erfüllt ist; daß die drei Wellen 
einander parallel schwingen. 

Hiemach müssen also die für B, wnd D, gewonnenen Aus- 
drücke bestehen bleiben für WeUen, die in der EinfciUsebeney 
aber einander parallel schwingen. Nun lehrt die Physik, daß 
bei einer Lichtwelle die Schwingnngsrichtung stets auf der 
Fortschreitongsrichtung senkrecht steht, mit anderen Worten, 
daß es nnr transversale ^ keine longitndinalen Lichtwellen gibt. 
Zerlege ich daher die drei soeben betrachteten Wellen mit 
den Amplituden E^j JR,, D, innerhalb der Einfallsebene in je 
zwei Komponenten, deren eine zur Fortschreitungsrichtung der 
betreffenden Welle senkrecht steht, deren andere ihr parallel 
läuft, so haben die letzteren Komponenten für eine Lichtwelle 
keine physikalische Bedeutung. Eine solche kommt bloß den 
anderen Komponenten zu, deren Amplituden ich Ep, Bp, Dp 
nennen wilL 

So erhalte ich 
in der Einfallsebene 
an Stelle der drei 
Wellen mit den 
Amplituden E^y B„ 
D«, welche in dem 
Fall, daß die einfal- 
lende, die reflek- 
tierte und die gebro- 
cheneWelle parallel 
zur Einfallsebene 
schwingen, doch 
nur mathematische 
Existenz besitzen, 
drei andere Wellen 
mit den Amplituden 
Epy Bp^ Dp, welche physikalisch möglich sind. 

Zwischen den Amplituden dieser Wellentripel bestehen 

nun einfache Beziehungen, die sich, wie folgt, herleiten lassen. 

Ich will die gemeinsame, in der Einfallsebene liegende 

Schwingungsrichtung der Wellen mit den Amplituden E,, JB„ D, 




Fig. 21. 
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durch den Winkel 8 festiegen, welchen sie mit der Port- 
schreitongsrichtong der gebrochenen Welle bildet, dann ist 

(Fig. 21 s. S. 62) 

JEj,= E,sm(8^cc + ß), 

Dp^D, sind. 

Um den Winkel 8 zu bestimmen, benutze ich die physi- 
kalische Tatsache, daß auch in dem Fall, wo das Licht parallel 
der Einfallsebene schwingt, das Gesetz von der Erhaltung der 
Energie besteht. Es wird sich zeigen, daß der Winkel 8 =» 90® 
sein muß. 

Dazu gehe ich aus von der Energiegleichung 

«7e = «^r + Jd9 

die bei Einführung der Amplituden die Form annimmt 

^ •*' ■ y sin 2a 

Setze ich hier die eben gefundenen Werte ein, so erhalte ich 

El sin^ (* -- a + i3) = JS? sin* (a + jJ + *) + n^DJ sin«* ^|^. 
Nun ist aber 

' ' ' ' sin 2 a 

daher durch Kombination mit der vorhergehenden Gleichung 

El [sin«((J - a + j3) - sinM] = JBJ [sin«(a + jj + d) - sin^d], 
woraus 

JE|sin(2d-a + j3)sin(a-/J) + jR?sin(a + /J + 2d)sin(a + /J)=0 

oder mit Benutzung des Ausdrucks für -^ aus (jP,) oder {N^ : 

sin(a + ß) sin(2d -« + /}) + sin(a - ß) sin(a + /J + 2d) = 

oder 

[sin {a + ß) cos (« — /?) + cos {a + /}) sin (a — /})] sin 2 d = 0, 

d.h. 

2d = 180<>; d = 90«. 
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Die aaalytiscli noch mögliclie Lösung 9 = ist für die Optik 
onbraaclibar. Demnacli ergibt sich: 

Bp = JB, cos (a + ß)y 

Werden hier die Werte der Es, JB,, D, eingefUhrt, so er- 
geben sich schließlich die gesuchten Formeln 



iNp) 



^ ^^8in(a-/3)co8(« + /3) ^ tg(«~/3) 
^^~ sin (« + /3) cos (a - /?) '~"^P tg(a + P)' 
JE7^sin2a: 

D„= ^ 



^ sin(a + /3)cos(a:— /3)' 



(Fp) 



'"■P"" sin (a + /?) cos (a - /3) "~^tg(a: + |3)^ 



!>« = 



2JB7^cosasin/3 

p r 



P sin(a + /^cos(a — /3) 

Und das sind die bekannten Formeln, wie sie von Fresnel 
und F. Neumann für den Fall, daß das Licht parallel der 
Einfallsebene schwingt, aufgestellt worden sind. 

39. Beflexion und Brechung longüudincHer Wellen. — Die 
obige Methode läßt unmittelbar eine merkwürdige Überein- 
stimmung erkennen, welche umsehen den Formeln für die Be- 
flexion wnd Brechmg von transversalen LicktweUen einerseits 
und longitudindlen Schallwellen anderseits besteht. 

Ich knüpfe an die vorstehenden Überlegungen an, wo ich 
die einfallende, die reflektierte und die gebrochene Welle mit 
den Amplituden J5,, JB„ 2), innerhalb der Einfallsebene in je 
zwei Komponenten zerlegt habe, deren eine zur Fortschreitui^s- 
richtung der betreffenden Welle senkrecht steht, deren andere 
ihr parallel läuft. Während nun beim Licht die letztere 
Komponente wegen ihrer physikalischen Bedeutungslosigkeit 
verworfen wird, findet sie beim Schall ihre physikalische 
Deutung als longitudinale Schwingung. 

Bezeichne ich die Amplituden der longitudinalen ein- 
fallenden, reflektierten und gebrochenen Wellen mit @, SR, S), 
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und behalte icli den vorhin eingeführten Winkel d bei, so er- 
geben sich zunächst die Beziehungen 

e = E, cos (* - a + /}), 
SR = J?, cos (a + /} + *), 
® = D, cos *. 

Nun setzt die Herleitung der Ausdrücke für die Verhält- 
nisse EfiBtiD, erstens das Reflezionsgesetz voraus, zweitens 
die Tatsache der Brechung und drittens die Grenzbedingung 
e + r + wd=sO, Ich kann daher die Gültigkeit der Formeln 
(F,), (Ng) auch auf den Schall ausdehnen, soweit er sich in 
ebenen Wellen ausbreitet. 

Nehme ich femer den oben definierten Zusammenhang 
zwischen Amplitude und Intensität einer Welle auch für den 
Schall als gültig an, so führt das Gesetz von der Erhaltung 
der Energie auf demselben Wege wie in der vorhergehenden 
Nummer zu dem Ergebnis sin2d = 0; denn die daselbst für 
transversale Wellen entwickelte Rechnung geht in die ent- 
sprechende für longitudinale Wellen über, wenn ich d durch 
90 -d ersetze. Daraus folgt einzig und allein (J = 0, wenn 
ich mich auf die longitudinalen Wellen beschränke. 

Alsdann führen obige Formeln in Verbindung mit (jP,), (N,) 
zu Ausdrücken für die Verhältnisse @ : SR : S), welche mit den 
Ausdrücken für Epi Bpi Dp genau übereinstimmen. 

Auf diesen Zusammenhang haben übrigens bereits Poisson 
(Memoire sur le mouvement de deux fluides elastiques super- 
poses. Mem. de TAc. d. Sc. 10, 317, 1823. Paris 1903) und 
später G. Green (On the reflexion and refraction of sound. 
Mathematical Papers of the late George Green. Edited by 
M. Ferrers, Paris, A. Hermann, 233 — 242) aufmerksam ge- 
macht. 

40. Der Fall der totalen Beflexion. — Mit ein paar 
Worten will ich noch auf den vektoranalytischen Grund für 
die bekannte Tatsache eingehen, daß bei der Totalreflexion 
eine Phasenverschiebung eintritt. Dabei kann ich mich gemäß 

Jahnke, Vorlesungen über die Vektorenreclmtmg. 5 
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den obigen Überlegungen auf den Fall homogenen Lichtes 
beschränken^ welches senkrecht gegen die Einfallsebene 
schwingt. 

Wird das Licht total reflektiert^ so habe ich es nnr mit 
zwei Vektoren^ dem einfallenden und dem reflektierten Licht- 
vektor, zu tun. Würden sich die Wellen auch jetzt noch 
bloß in Amplitude und Portschreitungsrichtung, die Vektoren 
also bloß in Länge und Richtung unterscheiden, so würde 
folgen e + r » 0; es würde sich also ergeben, daß die beiden 
Vektoren in der Länge und Richtung (bei entgegengesetztem 
Richtungssinn) übereinstimmten. Der reflektierte Vektor hätte 
also gleiche Richtung mit dem einfallenden — und das trifft 
physikalisch im allgemeinen nicht zu. Die Voraussetzung ist 
daher falsch: Die einfallende und die reflektierte Welle müssen 
sich, außer durch Amplitude und Fortschreitungsrichtung, noch 
durch etwas unterscheiden, und das kann, da sie doch, wie 
yerabredet, in der Schwingungsrichtung übereinstimmen sollen, 
nur die Phase sein. Die total reflektierte Welle muß daher 
gegen die einfallende eine Phasenverschiebung zeigen. 

41. Analogie jstoiscJien dem Gleichgewicht an einem Faden 
und der Bewegung eines materidlen Punktes. — F. Möbius 
hat zuerst bemerkt, daß zwischen dem Gleichgewicht an einem 
Faden und der Bewegung eines materiellen Punktes in mehr- 
facher Hinsicht Ähnlichkeit stattfindet. Wie ein Faden, auf 
den nur an seinen Enden Kräfte wirken, sich geradlinig aus- 
dehnt, bewegt sich auch ein Punkt unter dem Einfluß eines 
Impulses geradlinig. Ebenso wie ein über eine krumme Ober- 
fläche gespannter Faden die Gestalt der kürzesten Linie zwischen 
den beiden Endpunkten annimmt, beschreibt auch ein materieller 
Punkt, der gezwungen ist, sich auf dieser Fläche unter dem 
Einfluß eines Impulses zu bewegen, den Weg der kürzesten 
Linie. 

Dieser Zusammenhang zwischen dem Gleichgewicht an 
einem Faden und der Bewegung eines materiellen Punktes 
läßt sich, worauf Herr Laisant aufmerksam gemacht hat, mit 
Hilfe von Vektoren in einfacher Weise darlegen. 
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Der materielle Punkt befinde sich in M^ und bewege sich 
im Zeitelement dt nach dem unendlich benachbarten Punkt M^ 
und sodann nach dem unendlich benachbarten Punkt M^, Die 
zugehörigen Geschwindigkeitsyektoren seien T^, Tg^ dann kann 
ich setzen (Fig. 22) 

Jfj — Jfi = Vj, Jfj — ilfj = Vj «= M—M^, 
woraus 

Nun stellt der Zuwachs des Geschwindigkeitsyektors, divi- 
diert durch das Zeitelement^ den Beschleunigungsyektor w dar^ 
ich kann also setzen 

und daher 

Vi — Vj — yfdt == 0. 

Anderseits sei M^M^ das Linienelement ds eines unaus- 
dehnbaren Fadens^ der unter dem Einfluß des äußeren Impulses /) 
bezogen auf die Längeneinheit^ jL^^ 
steht; dann wirkt auf das Li- 
nienelement der Impuls fds^ und 
dieser rufe in den Endpunkten \ ^''^ 

von ds die Spannungen T^ und \y' "^^ 

T, hervor. Diese drei Kräfte 

müsseneinanderaufheben,wenn ^j^ 

an dem Faden Gleichgewicht Fig. 22. 

bestehen soll. Stelle ich nun die Kräfte durch die Vektoren 
tdsy T^y T, dar^ so lautet die Gleichgewichtsbedingung 

Ti 4- Tg + Us = 0. 

Es ergeben sich also bei den beiden in Rede stehenden Problemen 
Vektorbeziehungen der Form a -f b -f c = 0. Ich kann daher 
in Analogie setzen die Spannung mit der Geschwindigkeit und 
den Impuls fds mit der Beschleunigung wdt Die Analogie 
wird vollständig festgelegt^ wenn ich setze 

T = Tcv, fds = — Jcwdt, 

wo h einen Proportionalitätsfaktor bezeichnet. 

5* 
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Hiernach lauten die Formeln^ welche den Übergang von 
der Gleicl^ewichtsform eines unansdehnbaren Fadens zn der 
Bahnkurve eines materiellen Punktes Yermittelu; wegen dS'^vdt: 



und umgekehrt 

T fv fT 



Ich begnüge mich^ auf drei Anwendungen dieser Analogie 
hinzuweisen. Bei der paraboUschen Bewegung eines schweren 
Körpers im leeren Baum ist bekanntlich die Horizontal^ 
komponente der Geschwindigkeit konstant. Aus den ümsetzungs- 
formeln ist zu schließen; daB^ wenn die Horizontalkomponente 
der Spannung konstant ist^ die Gleichgewichtsform des 
schweren Fadens eine Parabel darstellt 

Wie man umgekehrt aus dem Gleichgewicht zwischen 
Eräfken, die auf einen Faden wirken, auf die Bewegung eines 
Körpers einen Schluß ziehen kann, zeigt das Beispiel der 
Kettenlinie. Wird ein schwerer Faden an seinen Endpunkten 
befestigt, so nimmt er die Form der Kettenlinie an. In diesem 
Fall ist also der Impuls f von konstanter Größe und Richtung. 
Dementsprechend wird ein Körper unter dem Einfluß einer 
beschleunigenden Kraft, die seiner jeweiligen Geschwindigkeit 
proportional ist und konstante Richtung hat, eine Kettenlinie 
beschreiben. 

Endlich, bei der elastischen Linie ist bekanntlich die 
Differenz der Spannungen in irgend zwei Punkten proportional 
der Differenz der zugehörigen Krümmungsquadrate. Demnach 
beschreibt derjenige Körper die Bahn der elastischen Linie, für 
welchen sich die Geschwindigkeit in irgendeinem Punkt dem 
zugehörigen Krümmungsquadrat proportional ändert. 

43. Bas Ohm sehe Oesete für Wechselstrom, — In einem 
Stromkreise herrsche eine E.M.K. und bringe einen Wechsel* 
ström hervor, unter den yeränderlichen Strömen nehmen die- 
jenigen eine ausgezeichnete Stellung ein, welche sich nur durch 
Amplitude, Phase und Frequenz unterscheiden. Ich beschranke 
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die Betrachtung auf diese besondere Art von Wechselströmen. 
Femer sollen sich Spannnng und Strom eines und desselben 
Wechselstroms nur noch durch Amplitude und Phase unter- 
scheiden. Ich kann daher die Spannung eines solchen Wechsel- 
stroms als einen Vektor auffassen^ dessen Länge ein Maß 
der Spannungsamplitude gibt, und dessen Richtung die Phase 
der WechselstromspannUDg bestimmt. Dieser Vektor heiße 
Spannungsvektor. 

Ebenso läßt sich der Strom als Vektor darstellen^ wenn 
ich seine Länge zur Stromamplitude und seine Richtung zur 
Phase des Stromes in Beziehung setze. Dieser Vektor heiße 
Stromvektor. 

Indem ich Widerstand^ Selbstinduktion und Kapazität als 
konstant voraussetze^ erhalte ich einen Wechselstromkreis, 
dessen physikalischer Zustand durch jene beiden Vektoren voll- 
ständig charakterisiert ist, einen ,,ebenen^' Wechselstromkreis. 

Noch einen Vektor führe ich ein, der dem Stromvektor 
um 90^ in seiner Richtung, d. i. Phase, vorauseilt, dessen 
Länge aber mit derjenigen des Stromvektors übereinstimmt, 
ich nenne ihn den magnetischen oder wattlosen Vektor. 

Endlich entnehme ich der Physik das Prinzip von der 
Erhaltung der Energie in der Form, daß die Arbeit, welche 
die E. M. K. in der Zeiteinheit leistet, sich einmal aus dem 
Jouleschen Effekt, d. i. der in Wärme umgesetzten Energie 
zusammensetzt und zweitens aus der inneren Stromenergie 
oder magnetischen Energie. Die erstere wird aufgewendet, um 
den Stromvektor, die letztere, um den dazu senkrechten mi^- 
netischen Vektor hervorzubringen. Jene ist gleich JB^^ diese 
gleich , IV 

wo jB den Ohmschen Widerstand, L die Selbstinduktion, G die 
Kapazität, -^ die Frequenz und J die Intensität des Wechsel- 
stroms bedeuten. 

Nenne ich nunmehr den Spannungsvektor e und den 
Stromvektor i, so läßt sich durch diese beiden jeder andere 
Vektor desselben „ebenen^' Wechselstromkreises linear darstellen. 
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Derselben £bene gehört aber der wattlose Vektor an^ welcher; 
unter Benutzung des ErgänzungsstricheS; mit |i bezeichnet 
werden darf. Demnach kann ich ansetzen 

e ^ xl + y\l. 

um die Koeffizienten x, y zu bestimmen; multipliziere ich 
die Gleichung zunächst innerlich mit i: 

e|i = a;[l|i] + y[|l|i] 

und finde ; da { i | i verschwindet: 

eil 
^ iji 

Ebenso liefert die äußere Multiplikation mit i 

ie-a;[ii] + y[i|i], 

woraus ; da [li] verschwindet: 

ie 

Die Amplituden von Strom und Spannung seien J bzw. E, 
dann ist der gemeinsame Nenner 



Um die Zähler auszuwerten ; erinnere ich an die mechanische 
Deutung; welche das innere Produkt aus Kraft- und Wegvektor 
zuläßt (Nr. 81). Die entsprechende Deutung für die Theorie 
der yei&iderlichen Ströme ergibt sich; wenn ich an die Stelle 
des Kraftvektors den Vektor; der die E. M. K. darstellt; und 
an die Stelle des Wegvektors den Stromvektor setze. Daher 
wird das innere Prodidct 6 1 1 den von der E. M. K. des Wechsel- 
stroms in der Zeiteinheit geleisteten Jouleschen Effekt dar- 
stellen: 

Was endlich das äußere Produkt [ie] angeht; so läßt sich 
dasselbe als inneres Produkt aus e und {i auffassen; nämlich 

ie=.-el=.[e-i]-[e|(ii)], 

weil ja |{i »» -^ i. Demnach bedeutet [ie] die Arbeit; welche 
die E. M. K. des Wechselstroms in der Zeiteinheit leistet; in- 
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dem sie das magnetische Feld hervorbringt. Also kann ich 
setzen 

Hiemach nimmt obige Identität folgende Form an (vgl Fig. 23) 

e = JJi+(i«,-^)|i. 

Um Yon den Yektorgrößen zu 
den SkalargröBen überzugehen, R£ 
nehme ich von dieser Gleichung 
die Ergänzung: 

Lo — -^j 1 Kg. 28. 

und multipliziere die beiden letzterhaltenen Yektorgleichungen 
äußerlich miteinander, so entsteht 

oder 

und das ist das Ohm sehe Gesetz für den Wechselstrom, wenn 
Ohmscher Widerstand, Induktanz und EApazitat als konstant 
angesehen werden dürfen. 

Es verdient besonders hervorgehoben zu werden, daß die 
vorstehende Herleitung an die Stelle der üblichen Voraussetzung 
von sinoidalen Wechselströmen die andere setzt, daß sich der 
Wechselstrom als Vektor darstellen läßt sowie daß sie von 
dem DijBPerentialzeichen keinen Gebrauch macht. 

Weiter ist es lehrreich, auf den Unterschied hinzuweisen, 
welcher zwischen den hier benutzten Vektoren und denen be- 
steht, die ich bei der Herleitung von Fresnels und Neumanns 
Intensitätsformeln verwendet habe (vgl. Nr. 38). Während 
diesen physikalische Bedeutung zukommt, sind jene nur als 
graphische Vektoren, im Gegensatz zu den physikalischen Vek- 
toren, anzusprechen. 
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48. Die Wheatstonesclie Brücke für Wechselstrom. — Die 
Wheatstonesche Brücke dient daza^ Widerstände zu messen. 
Seien yier Leitungen I^ 11^ lU; lY gegeben^ von denen I und 
II sowie ni und lY in Reihe geschaltet sind (Fig. 24). Ich stelle 
zunächst die Frage: Was heißt Reihenschaltung bei Wechsel- 
strömen gleicher Frequenz? Es müssen die Stromintensi- 
täten der Größe und der Phase nach übereinstimmen. Führe 
ich daher graphische Vektoren ein und nenne die Stromvektoren 
'i^ hf hf hf ^obei die Länge des Vektors die Stromamplitude 
und seine Richtung die Phase des Stromes bestimmt^ dann 
verlangt die Reihenschaltung an der Wheatstoneschen 
Brücke, daß i _ i • _ • 

Weiter seien die Vektoren der Klemmenspannung e^, Og, 63, e^. 
Nun lautet die einfachste, bei der Widerstandsmessung zu er- 




Fig. 84. 

füllende Bedingung, es soU die Brücke stromlos sein. Dann 
müssen die Spannungsyektoren an den Enden der Brücke 
einander gleich sein, also 



Wenn aber durch die Brücke kein Strom fließt, müssen die 
Klemmenspannungen in der zweiten und dritten Leitung in 
Amplitude und Phase übereinstimmen, d. h. 

63=62. 

Nunmehr seien die Widerstände der Leitungen JBy, die 
Selbstinduktionskoeffizienten i^ , die Kapazitäten Cv {v = 1, 2, 3, 4) 

und die Frequenz der Ströme - — Alsdann liefert das Ohmsche 

Gesetz in seiner vektoriellen Form (vgl. Nr. 42) mit Rücksicht 
auf die obigen Bedingungen 



Die Wheat st onesche Brücke f£Lr WechBelstrom. Satz von Blondel. 73 
wobei zar Abkürzung 

Jy=Ly<0 ^ (»-1,2,8,4) 

gesetzt ist. Multipliziere ich die einzelnen Gleichungen inner- 
lich mit sich säber y so entsteht 

woraus . . . . 

Multipliziere ich anderseits dieselben Gleichungen äußerlich 
bzw. innerlich mitemandery so wird 

e, I e,= (ii,2J, + ^1^,) Ji«= (iZjJK. + ^j^Je/s^ 

woraus 

B^J^ — B^J^ B^B^'\-J^J^ 

Und das sind die Relationen zwischen den Widerständen 
an der Wheatstoneschen Brücke für Wechselstrom^ welche 
zuerst Herr Görges aufgestellt hat. 

44. Mn 8ate von Blondel Ober den Drehstram. — Die 
Ströme eines Dreiphasensystems^ denen verschieden große 
Intensitäten und Phasen zukommen, mögen an den Ecken des 
Dreiecks A^A^Ä^ eintreten (Fig. 25 s. S. 74), dann entsteht die 
Fri^e nach der Arbeit, welche die drei Ströme an irgendeiner 
Stelle, sagen wir im Punkte 0, leisten. 

Ich nenne die zugehörigen Stromvektoren i^, i,, l^, so 
muß nach dem Eirchhoffschen Gesetz der Stromteilung 

ii + Ja + Js^O 
sein, was besagt, daß es möglich ist, aus den Stromyektoren 
ein Dreieck zu konstruieren. 



i 
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Nun ist die Arbeit, Tvelche der Stromvektor 1^ leistet, 
indem er sich nm die Strecke —Ai parallel rerschiebt, 
gleich [1, 1 — -^], daher die gesamte Arbeit, welche geleistet 
wird, indem eich i^, Ij, i, bzw. am die Strecken O — A^, 
O — Ä^, — Af parallel verschieben, gleich 

[i,\o-Aj + \i,\o-A1 + [i,\o-A]; 

und dieser Anadruck fößt sich wegen der Eirchhoff sehen 
Bedingung wie folgt nmformen: 

['.! 0-^] + M 0-^]- [(), + i,)|o-A] 

-ll,\(,0-Ä,-0 + J,)] + il,HO-A-0 + A,)] 




Flg. IL 

d. h. die in Bede stehende Arbeit des Drehetroms ist nnab- 
lüngig Ton dem Punkt 0, nnd zwar ist sie an allen Stellen 
dieselbe, wie wenn nach einer Ecke Ä rückte. 

Bei der graphischen Daratellung des Dreiphasenstrome 
bedient man eich gewöhnlich des gleichseitigen Dreiecks nnd 
benutzt den Blondelsohen Satz nnr fQr diesen speziellen FaU. 
Der obige Beweis macht über die Form des Dreiecke gar keine 
Yoranssetznng, Blondels Satz gilt allgemein fSr jedes Dreieck. 



Sechstes EapiteL 
Die regressiye Multiplikation. 

45. Tabellarische Zusammenfassung der eingeführten eocten- 
siven Größen. Definition der regressiven Miütiplikaiion. — Ich 
will zunächst einen Bückblick werfen auf die eingeführten, 
von Graßmann extensiv genannten Bichtnngsgrößen und sie 
sämtUch in einer TabeUe znsammensteUen, zngleich mit ihrer 
Bezeichnung. Nebenbei sei bemerkt; daß Graßmann dem 
Pnnkte die Stnfenzahl Eins, der Geraden die Stnfe Zwei und 
der Ebene die Stnfe Drei zuerteilt. 



TabeUe TT 




Gebilde der Ebene 


Bezeichnung 


Punkt 


A 


freier Vektor 


B--A=^9L 


Er^mzong des freien Vektors 


B-A^ 


a 


gebundener Vektor == Stab 


iAB-\ = 


; J. a] = c 


äußeres Produkt zweier freier 




Vektoren 


[B-A C~5] = [ab] 


äußeres Produkt dreier Punkte 


[^BC]^[^ab]«[a6] 


skalares Produkt zweier freier 




Vektoren 


\B--A C-B]-[a b] 



Die bisher betrachteten Verbindungen von Punkten und 
freien Vektoren überschreiten nicht die Dimension 2. Wie 
ist es nun mit den extensiven Verbindungen, deren Dimen- 
sion > 2 ist? 

Auf diese Frage will ich jetzt, am Schluß des ersten Ab- 
schnitts, noch kurz eingehen. Wir haben gesehen, daß das 
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äußere Produkt zweier Punkte die Verbindung derselben, näm- 
lich die Gerade, und das äußere Produkt dreier Punkte 
das durcli sie bestimmte Dreieck liefert. Ich will dieses 
Resultat yerallgemeinem; indem ich yon der Dualität Gebrauch 
mache, welche in der Ebene zwischen Punkten und Geraden 
besteht. Dann kann ich festsetzen, daß das äußere Produkt 
zweier Geraden den Schnittpunkt derselben darstellen soll, 
femer das äußere Produkt dreier Geraden das yon ihnen um- 
schlossene Dreiseit. Dementsprechend soll in dem Yektor- 
dreieck E^E^E^ sein: 

\E^E^ E^E^ = [E^E^ E^E^ = \E^E^ E^E^] = 0, 
[ßz^i E^E^=— \E^E^ E^E^-= E^\E^E^E^j 
\E^E^ E^E^=^— [-EjJBj E^E^=^E^[E^E^E^) 
[E^E^ JEjJ5?J==-— \E^E^ E^E^ = E^\E^E^E^'^ 
\E^E^ E^E^ E^E^ = — [E^E^ ^1^2 ^b^i\ = [-^i^a-^s]^* 

Yektorielle Produkte dieser Art nennt Gr aß mann regres- 
sive Produkte und spricht yon einer regressiven Multiplikation im 
Gegensatze zu der progressiven Multiplikation, welche den 
Gegenstand der yorhergehenden Kapitel bildet. 

Den Nutzen und die Verwendung der regressiven Produkte 
will ich an einigen Beispielen darlegen. 

46. Ein Satz von Schröter aus der Dreiecksgeometrie. — 
Die Fußpunkte zweier Tripel yon Eckenlinien, welche zu zwei 
beliebigen Punkten eines Dreiecks gehören, liegen auf einem 
Kegelschnitt. Gleichung und Mittelpunkt dieses Kegelschnitts 
zu bestimmen. 

Das Dreieck heiße E^E^E^y die beiden Punkte seien 

ßQ^ßiEi+ ß^E2+ ß^E^, ßi+ ßi+ ßi^ ß- 

Nenne ich die Eckenpunkte P,-, Qi (i = 1, 2, 3), so ist 
zunächst 
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Um zn beweisen; daß die Kurve; anf welcher die 
Punkte Pj; Qi liegen; ein Eegelschnitt ist; mache ich von 
dem FasccAschen Satze Gebrauch. Ich betrachte das Sechseck; 
gebildet aus den Seiten 

Vs-^S; ^8-V8> ^2%; 

ftöi, «i-Pi, -Pi«», 

besidmme die Schnittpankte 

und zeigC; daß das yektorielle Produkt dieser drei Schnitt- 
punkte yerschwindet; daß also diese Punkte kollinear liegen. 
Will ich sodann die Gleichung dieses Kegelschnitts auf- 
stellen; so führe ich den beliebigen Punkt 

• • 

X = x^E^ + x^E^ + x^E^ 

ein und betrachte das Sechseck; gebildet aus den Seiten 

ösA? -Ps^; -^A; 

P2Ö2; Q,Pi> PiQ,' 

Dann müssen die Schnittpunkte 

in gerader Linie liegen; ihr yektorielles Produkt muß yer- 
schwinden. Die Gleichung des Kegelschnitts lautet daher 

[«sAAft Pz^ Q2P1 XP,P,Q,]^0. 

Durch AusfOhrung der Multiplikation; unter Verwendung 
der obigen Darstellungen für die P«-; Qi, X, ergibt sich 

— ( — p- H p- ) x.x^ = 0. 
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Sind die beiden Pnnkte P, Q der Schwerpunkt bzw. 
Höhensclinittpnnkt; so geht der Kegelschnitt in den Feuer- 
bachschen Ereis über, dessen Gleichung lautet 

oder 

W + < - «lO^i' + {< + V - (h^W + {< + < - «s')^' 

— 2a^x^x^ — 2a^^x^Xi — 2a^x^x^ = 0, 

wenn die Seiten des Bezugsdreiecks mit a^y a^, a^ bezeichnet 
werden. 

Der Mittelpunkt des Schröterschen Kegelschnitts ist 

~ («2^ + «SÄ) Ml + «lA) {a,ß, + a,ß,) '2aißiEi 

(t = l, 2, 3; t, k, Z = l, 2, 3; 2, 3, 1; 3, 1, 2), 

WO der Stern links die Gewichtssumme andeuten soll. 

Endlich die Pascalsche Gerade stellt sich dar in der 
Form ogftai + «ifta^ + «äftaa, wo a<= Ei — Ek ist. 

47. Carnots 8at0 über sechs Punkte eines KegdschniUs. — 
Seien 1^ 2^ 3^ 4, 5, 6, sechs Punkte und die äußeren Produkte 
[12], [23], [34], [45], [56], [61] die Seiten eines von ihnen 
gebildeten Sechsecks. Ich drücke drei dieser Seiten, etwa [1 2], 
[34], [56] durch ihre Gegenseiten aus 

[12]=i,,[23] + g,[45]+r,[61], 
[34]=M23] + fe[45] + r,[61], 
[5 6] = 1)3 [2 3] + 2, [4 5] + r, [61]. 

Die Yerhäliaiisse jpi'.qi'.rt lassen sich bestimmen, indem ich 
die Gleichimgen der Reihe nach mit 1 nnd 2, 3 und 4, 5 und 6 
änfierlich multipliziere. Es folgt: 
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ft [1 23] + &[145] = 0, ffi[245] + r,[26 1] = 0, 
g,[345] + r,[361] = 0, i),[423] + r,[46 1] == 0, 
P3[523] + r3[561] = 0, ^[623] + S3[645] == 0, 

woraus insbesondere 

Pi [1463[261] q^ [361][423] r^ [6 2 8] [646] 
fi "" [123][246j' p, ** [346][461]' g, *" [661][623]* 

Sollen nun die sechs Punkte anf einem Eegelschnitt liegen, 
so muß nach dem Satze des Pascal sein 

[12 45 34 61 56 23]«0. 

Aus den obigen Gleichungen folgt aber 

[12 45]=ft[23 45] + ri[61 45], 
[34 61]=ä[23 61] + ff,[45 61], 
[56 23]-g3[45 23] + r3[61 23] 
und daher durch äußere Multiplikation 
[12 45 34 61 56 2 S] ^ p^q,r^[2 S 45 45 61 61 23] + 

+ »'iA&[61 45 23 61 45 23] = 
= (l>i&»'8-^iÄ&)[2 3 45 45 61 61 23]. 

Hiemach führt die Eegelschnittsbedingung dazu, die rechte 
Seite gleich Null zu setzen. Da nun der zweite Faktor i. a. 
nicht identisch verschwindet, muß PiQ^r^ •— ^li^afe verschwinden. 
Führe ich hier die oben gefundenen Werte ein, so ergibt sich 
die Relation 

[145][261][361][423][52 3][645]- 

[123][245][345][461][561][623]«0, 

und das ist die bekannte Carnotsche Relation zwischen sechs 
Punkten auf dem Eegelschnitt, wenn man bedenkt (vgl. Nr. 23), 
daß ein äußeres Produkt wie z. B. [145] nichts anderes ist als 
der doppelte Flächeninhalt des durch die Punkte 1, 4, 5 be- 
stimmten Dreiecks, also mit der Determinante, gebildet aus 
den neun baryzentrischen Koordinaten dieser Punkte, überein- 
stimmt. 
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48. Pappas' Satz über sechs Punkte eines Kegelschnitts, — 
Aus dem ersten Gleiclrnngssystem der vorigen Nr, folgt 

[124]=i,,[234] + r,[614], 

[356] = 2,[345] + r,[361] 

oud hieraus, wenn die erste Gleichung mit ^$[361], die zweite 
mit —filßl 4] erweitert wird, .durch Addition 

r,[124][361]-rj[356][614]-.i)4r,[234][361]- 

-g,ri[345][614]. 

Wegen der in yoriger Nr. gewonnenen Beziehung 

g, _ [361][234] 
p^ ^ [846] [6 14] 

wird die rechte Seite proportional dem Ansdruck 

welcher nach dem Garnotschen Theorem yerschwindet. Da- 
her muß anch die linke Seite yerschwinden. Um nun r^ und 
r, durch die gegebenen Punkte auszudrücken, gehe ich wieder 
von dem ersten Grleichungssystem yoriger Nr. aus und multi- 
pliziere die erste sowohl wie die dritte Grleichung äußerlich 
mit [23 45], so erhalte ich 

ri[61 23 45] -[123] [245], 

r3[61 23 45] = [235] [456]. 

Werden diese Ausdrücke oben eingeführt, so ergibt sich die 
gesuchte Relation 

[1 24] [13 6] [2 35] [4 5 6] -[123] [146] [245] [35 6] = 0, 

und das ist der Satz des Pappus. 

49. Übungen aus der DreiecJcsgeometrie. — 1) Der Um- 
kegelschnitt des Dreiecks E^E^E^ mit dem beliebigen Punkt 
2a -M^ c^E^ + OjjBj + «g JSj, 2a = a^ + «^ -f «j, als Mittel- 
punkt, hat die baryzentrische Grleichung 

ai(a — c^x^x^+ «aCa — u^)x^x^+ a^(cc — ccq)XiX2^0, 

wo Xi, a^, Xq die homogenen Koordinaten eines beliebigen 
Punktes X des Kegelschnitts bedeuten. 
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Bückt insbesondere der Punkt M in den Schwerpunkt des 
Dreiecks^ so wird die Gleichung des zugehörigen ümkegel- 
schnitts 

•*'l •*'J •*'8 

und das ist die kleinste ümellipse des Dreiecks. 
Bückt M in den Mittelpunkt des Umkreises 

so ergibt sich die Gleichung des Umkreises 

a^^x^x^ + a^^x^x^ + a^^x^x^ = oder ^ + ^ + ^ = 



M/f «Ca «ua 



in Übereinstimmung mit der in Nr. 36^ 7) angegebenen Be- 
dingung für das Ereisyiereck E^E^E^X. 

2) Der Kegelschnitt, welcher die Seiten des Dreiecks J^^^ 
in den Eckenpunkten von aP= Oj-^i + o^^ + «b-^ (^- ^- ^ 
den Schnittpunkten der Eckenlinien A^Ty A^^} -^jP bzw. 
mit A^Äq, A^A^f ^1-^) berührt, hat zur Gleichung 

Xj I ^t I "^ 2*'^ •''8 ^ÄjiTj 2XiX^ rv 

Cfi* «,» Of,* «,«5 Of,«! Oj«, 

Es ist eine Ellipse, Parabel oder Hyperbel, je nachdem 
1 1 $ 0. Sein Mittelpunkt stellt sich dar als 

2(0203+ ccs^+ cCiCC^)M^ai(a^+ «3)^1+ «2(03+ ^)A 
Die einfache Umformung vermittelst a = a^ + Og + «3 : 

laßt erkennen, daß der Mittelpunkt mit dem beliebig vor- 
gegebenen Punkt P und dem verallgemeinerten Lemo ineschen 
Punkt des Dreiecks kollinear liegt. 

Der Mittelpunkt M ist femer, wie zuerst Schroeter und 
Pisani bemerkt haben, der Schnittpunkt der drei Verbindungs- 
linien Dl Dl', D^Dif D3D3', wo Dl, Dg, D3 die Seitenmitten und 
A'7 -^2'; ^3' d^^ Mitten der Eckenlinien bezeichnen. 

Jahnke, Vorleaangen über die Vektorenrechnung. Q 
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3) Liegen zwei demselben Kegelschnitt einbeschriebene 
Dreiecke zueinander dreifiocli perspektiv; so liegen ihre Per- 
spektivitätszentren in einer Geraden. 

4) Liegt ein Dreieck zum Bezngsdreieck Ä^A^A^ dreifach 
perspektiY; und hat es mit ihm den Schwerpunkt gemein, so 
Uegen auf seinem Umkreise der Lemoinesche Punkt 

und zwei der PerspektiTitätszentren, nämlich —^ + ^ + —f 
nnd A + i|+ A 

«8 «X «i 

5) Der Veronesesche Satz fär dreifach Perspektive 
Dreiecke ist ein spezieller Fall des folgenden Theorems: Sind 
zwei Dreiecke Ü^U^U^y ^i^^s zu einem dritten A^A^A^ 
dreifach perspektiv, so lassen sich aus den neun Punkten 

Wn-iü,A^V,A^-\, W,,^[Ü^A,V,A,-\, W,,^iU,A,V^A^\ 
W,,=^\U,A, F,4,], W,,= \TJ,A, V^A,l W,,=={U,A, V,A,l 

sechs Dreiecke Wn TF*2 TFis, Wn Wi^ Wkz (i, *, 2^ == 1, 2, 3; 
2, 3, 1; 3, 1, 2) bilden derart, daß dieselben zum Dreieck 
A^A^A^ dreifach perspektiv gelegen sind. 

Lasse ich hier das Dreieck F^ V^ Fg mit dem Dreieck 
UJJ^U^ zusammenfallen, so ergibt sich der Veronesesche Satz. 

6) Ist in der Ebene des Dreiecks A^A^A^ der Punkt 

(«1+02+ €C^B=^a^A^+ (^A+ cc^A^ 
gegeben, so sollen die Punkte 

((h' +cc,'+ «3») B')= aMi + <h'A + «8%, 

konstruiert werden (vgl. Journal f. d. reine u. angew. Math. 128, 

48—53). 

50. Anwendtmg auf eine Aufgabe der Kinematik. — Die 
Seiten eines Dreiecks sollen sich um feste Punkte drehen und 
die Ecken, bis auf eine, in festen Geraden bewegen. Welche 
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Eurre beschreibt die dritte Ecke? Wie lautet die Gleichung 
der Kurve? 

Ein Punkt der Kurve sei X, die festen Punkte seien 
E^, E^, JE, und die festen Geraden [CA] = fe und [AB] «= c. 
Die Aufgabe verlangt; den Punkt X mit E^ zu verbinden^ 
also das äußere Produkt [XE^] zu bilden, diese Gerade zum 
Schnitt mit der Geraden fe zu bringen, also [_XE^ ft] zu be- 
stimmen, diesen Schnittpunkt mit E^ zu verbinden, also 
[[XJS'j t]E^ zu bilden und den Schnitt dieser Geraden mit 
der Geraden t zu ermitteln, also den Schnittpunkt 



[llXE. 1]^] .]. 



Dann soll dieser Punkt mit den Punkten E^, X kollinear 
liegen, d. h. die gesuchte Kurve drückt sich, wenn die Zwischen- 
klammem der Einfachheit halber fortgelassen werden, durch ein 
gleich Null gesetztes äußeres Produkt aus: 

[XE^ * El c ^2^ = 0. 

Diese vektorielle Gleichung stellt ofiPenbar einen Kegel- 
schnitt dar, denn die beiden Strahlenbüschel mit den Mittel- 
punkten E^ und E^ besitzen die Gerade c, und die Büschel 
mit den Mittelpunkten E^ und E^ besitzen ft als Perspektive 
Gerade; daher liegt das Büschel (JE^) perspektiv zum Büschel (jE72) 
und dieses wieder perspektiv zum Büschel (E^), so daß die 
Büschel (E^) und (E^) projektiv zueinander liegen. Der Durch- 
schnitt zweier projektiver Büschel stellt aber einen Kegelschnitt 
dar. Die Gleichung dieses Kegelschnitts hat die Form eines 
regressiven Produktes. Will ich hieraus die Gleichung in 
homogenen Koordinaten gewinnen, so wähle ich E^E^E^ als 
Bezugsdreieck und setze 

X=^ x^E^ + x^E^-^- x.^E^j x^ + x^ + x^^ly 

I = ß, [E.E,] -f ft iE,E,] + ß, [E,E,], 

^ t^rd^,E,] + r,iE,E,] + r,[E,E,i 

Alsdann wird 

und wenn ich [EiE^E^]=^l annehme, 

6* 
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[XE^ ti] = Xiß^E^ + x^ß^E^ — x^ß^E^ — x^ßsE^f 
[XE, i E,-] ^(x,ß, + xM [E.E,] + x,ß, [E,E,l 
[XE, * -B, c] = - r,{xj, + xME, + x,ß,r^E, 

[XE, i E, t E,] = r,(xj, + xM [E.E,] 
[XE, iE^tE,X]^ ^irii^ißi + ^sft) 

+ ^{n{^ißi+i>^ß2) - ^ß9r2}' 

Demnach lautet die baryzentrische Grleichung des Eegel- 
Schnitts 

ßiri^i" + (An - ftr«) ^2^8 + An^s^i + ßiri^i^2 == o. 

Das Beispiel zeigt zugleich mit hinreichender Deutlich- 
keit, loie die Vektormethode die ancdytische Geometrie mit der 
synthetischen verknüpft, wie sie auf der einen Seite der Kofh 
struktion auf Schritt und Tritt zu folgen und wie sie anderseits 
jeden Tconstruktiven Schritt unmittdbar in die Sprache derAnoHysis 
umzusetzen vermag. 

51. JDas Doppelverhältnis eines Stabwurfes. —- v. Stand t 
nennt eine Schar von vier Punkten Ä, B, C, D derselben 
Greraden^ deren Reihenfolge irgendwie festgesetzt ist; einen 
Punktwurf und versteht unter dem Doppelverhältnis des Punkt- 
wurfes einen Ausdruck/ der sich vektoriell so schreiben läßt: 

[CB] '[DB] 

Gr aß mann erweitert diesen Begriff, indem er die Punkte 
A, B, Cy D durch Si»,be a, ft, c, b ersetzt und eine Schar von 
Stäben, die durch einen und denselben Punkt gehen, und deren 
Reihenfolge in gewisser Weise festgesetzt ist, einen Stabwurf 
nennt. Doppelverhältnis des Stabwurfes wird dann der Aus- 
druck 

[ac].[a]fl 

[cüj-pili]' 
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Nun seien in der Ebene yier feste Punkte Ay B, C, D ge- 
geben^ von denen keine drei in gerader Linie liegen. Dann 
werde nach denjenigen Punkten X der Ebene gefragt, wofür 
der Stabwurf [XÄ\, [XB], [XC], [XD] ein gegebenes 
Doppelverhältnis g besitzt. Dieselben haben also der Gleichung 

[XÄ XC] ^ [XÄ XD] _ 
[XC XB] • [XD XB] "" 8 

zu genügen. Die linke Seite läßt sich umformen, wenn ich 

bedenke, daß 

[XÄ XC] = [XÄ C] z, 

daher folgt 

[XÄC] [XDB] - 9 [XÄD][XCB'] = 0. 

Diese Bedingung müssen aUe Punkte X befriedigen, von 
denen aus die vier Punkte -4, jB, C, D durch einen Stabwurf 
mit dem Doppelverhältnis g projiziert werden. 

Da die Gleichung in bezug auf X vom zweiten Gh^d ist, 
stellt sie eine Kurve zweiter Ordnung dar. Setzt man femer 
für X irgendeinen der vier Punkte, so ist die Gleichung 
identisch erfüllt. Der Kegelschnitt geht folglich durch die 
vier Punkte. Denkt man sich noch g als venLnderlichen Para- 
meter, so stellt obige Gleichung ein Kegelschnittbüschel mit 
Ä, B, C, D als Grundpunkten dar. 

Um aus dem Büschel eine Kurve herauszugreifen, kann 
ich die Forderung stellen, daß die Kurve noch einen fünften 
Punkt E enthalten solle. Der Parameter g muß alsdann der 
Gleichung genügen 

[EÄG] [EBB] - 8 [EÄB] [ECB] =- 0. 

Durch Elimination von g ergibt sich hiemach als Gleichung 
eines Kegelschnitts, der fünf gegebene Punkte Ä, JB, C, D, E 

enthalt: [XÄC] [XDB] [EÄD] [ECB] 

= [XÄD] [XCB] [EÄC] [EBB], 

52. Die vektorielle Darstdhmg der algebraischen ebenen 
Kwrven, — Ich will noch zeigen, wie sich die an dem Beispiel 
der Kegelschnitte dargelegte Methode auf die algebraischen 
Kurven f^*«' Ordnung und v^^ Klasse übertragen läßt. 
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Bezeichnet X ^ XiEi+ x^E2 + x^E^ einen yariablen Punkt, 
so stellt das äußere Produkt 

[XÄ ü B i...] 

einen Punkt oder eine Gerade dar^ je nachdem das letzte Ele- 
ment des äußeren Produktes eine Gerade oder ein Punkt ist. 
Bei Ausfahrung der äußeren Multiplikation — wie ich es in 
Nr. 50 an einem Beispiel vorgefahrt habe — ergibt sich ein 
Ausdruck^ der in den Xt (i »=» 1, 2, 3) homogen und vom ersten 
Grade ist. Tritt aber der variable Punkt X in dem äußeren 
Produkt (imel auf, so ergibt sich ein homogener Ausdruck 
^*^ Grades in den Xi. Ein solches Produkt gleich Null ge- 
setzt^ stellt eine ebene algebraische Kurve ft*^ Grades dar^ 
die vom Punkte X beschrieben wird. 

Eine Kurvengleichung dieser Art läßt sich auch so deuten^ 
daß drei Punkte in gerader Linie liegen bzw. drei Gerade durch 
einen Punkt gehen sollen^ wobei die drei Punkte bzw. Geraden 
aus den gegebenen Punkten und Geraden durch lineare Kon- 
struktion hervorgehen. In der Tat^ jede lineare Konstruktion 
in der Ebene besteht darin^ daß entweder zwei Punkte durch 
eine Gerade verbunden oder der Schnittpunkt zweier Geraden 
bestimmt wird. Jene Gerade ist aber das äußere Produkt der 
beiden Punkte, dieser Schnittpunkt das äußere Produkt der 
beiden Geraden. 

Der entsprechende Satz über die Erzeugung der algebra- 
ischen Kurven i/*®' Klasse ergibt sich, wenn ich in der obigen 
Darstellung Punkt und Gerade vertausche. 

In dem besonderen Fall der Kegelschnitte stellt die Yektor- 
gleichung nichts anderes dar als den Pascalschen Satz. 

53. Erzeugung von Kurven dritter Ordnung, — Drehen 
sich die Seiten und eine Diagonale eines veränderlichen Vier- 
ecks um feste Punkte und bewegen sich die Endpunkte der 
anderen Diagonale in festen Geraden , so beschreibt jeder End- 
punkt der ersten Diagonale eine Kurve dritter Ordnung. 

In der Tat, seien Ä^, Ä^j Ä^^ A^, Ä^ die festen Punkte, 
a, t die festen Geraden und X ein Endpunkt der um A^ dreh- 
baren Diagonale, so stellen die äußeren Produkte 
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IXA, a A^l [XÄ^ t Ä,l [XA^-] 

drei Oeraden dar^ die sich; gemäß der angegebenen Erzeugung, 
in einem Punkte schneiden sollen. Es werden also der Kurve 
alle diejenigen Punkte X angehören, wofür das regressive 
Produkt der drei Geraden verschwindet; die Kurve besitzt also 
die Darstellung 

[XÄ, a Ä, XÄ^ t A^ XA,] « 0, 
ist alsO; da der Punkt X dreimal auftritt, von der dritten 
Ordnung. 

54. Erzeugung von Kurven vierter Ordnung. — Drehen 
sich die Seiten und zwei von einer Ecke X ausgehende Dia- 
gonalen eines Polygons um feste Punkte und bewegen sich 
alle Ecken, außer den drei Diagonalendpunkten, in festen Ge- 
raden, welche Kurve beschreibt der Punkt X? 

Seien Ä^, A^y A^, • • «^ die festen Punkte, a, ft, c die 
festen Geraden und X der variable Punkt, von dem die um 
Aj bzw. A^ drehbaren Diagonalen auslaufen, so wird die in 
dem Satz beschriebene Bewegung dargestellt durch folgende 
Gleichung 

\XA^ a A^ XAj A^ XA^ A^i A^ t A^ ^ = 0, 
die eine Kurve vierter Ordnung darstellt. 

55. Wodurch unterscheidet sich vektoridle und symbolische 
Darstellung? — Es verdient noch hervorgehoben zu werden, 
daß die vektorielle Darstellung der Kurven sich von der sym- 
bolischen, wie sie in der synthetischen Geometrie üblich ist, 
wesentlich dadurch unterscheidet, daß die vektorielle Darstellung 
ein Algoriüimus und kein bloßes Symbol ist. 

Stellt man nämlich in den vorhergehenden Nummern den 
variablen Punkt sowie die festen Punkte und Geraden durch 
die Ecken und Seiten des Bezugsvektordreiecks dar, so liefert 
die Yektorgleichung die übliche Kurvendarstellung in homo- 
genen Koordinaten — wie ich es in Nr. 50 an einem Beispiel 
durchgeführt habe. 

Anderseits erlauben die Yektorgleichungen, unmittelbar 
aus ihnen eine Beihe von Punkten abzulesen, welche der Kurve 
angehören müssen. 
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So laßt sich ablesen^ daß die in Nr. 53 betrachtete Kurve 
dritter Ordnimg durch folgende neun Punkte hindurchgeht: 

Aj A, Af \ß^]> [AA AA]y [AA ^If 

Ich begnüge mich mit diesen Andeutungen über die re- 
gressive Multiplikation und ihre Verwendung und verweise die- 
jenigen meiner Leser, welche die geometrischen Anwendungen 
dieser äußeren Multiplikation weiter studieren wollen^ in erster 
Linie auf die Originalabhandlungen Graßmanns^ welche im 
31.; 36.; 42.; 44. und 49. Bande des Journals fär die reine und 
angewandte Mathematik erschienen sind^ sodann auf die Arbeiten 
Ferdinand Gasparys im 100. Bande desselben Joumab wie 
im 11. und 13. Bande des Bulletin des Sciences math. (2). 

56. Bistorisches. — Wie schon bereits hervorgehoben, ver- 
dankt man Möbius (1828) die Addition von Punkten, Bellavitis 
(1837), Möbius (1843) undGraßmann (1844) die geometrische 
Addition von Strecken. Graßmann (1844) ging über seine Vor- 
gänger, von deren Arbeiten ihm erst nachträglich Kunde ward, 
weit hinaus. Er zeigte, wie man sowohl Strecken als Punkte 
auch multiplizieren könne. Li dem Gedanken der Strecken- 
multiplikation begegnete er sich allerdings mit Hamilton (1843) 
und de Saint-Venant (1845), ohne jedoch von deren Arbeiten 
Kenntnis zu haben. Dagegen ist der Begriff einer Multiplikation 
von Punkten (progressiver und regressiver Multiplikation) Graß- 
manns alleiniges Eigentum und hängt innig mit dem echt 
Graßmannschen Gedanken zusammen^ den Yektorkalkul auf 
dem Begriff der Dimension aufzubauen. Hiermit ist schon an- 
gedeutet, worin sich der Graßmannsche Aufbau des Vektor- 
kalkuls von den Hamiltonschen Quatemionen imterscheidet. 
Eine weitere Darlegung der trennenden Merkmale folgt im 
zweiten Abschnitt, wenn die räumlichen Vektoren behandelt 
sein werden. 



Zweiter Abschnitt. 

Vektoren im Eaum, 
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Addition und Subtraktion von Punkten. 

57. Definition. — Die Addition und Subtraktion der 
Punkte im Baum bietet gegenüber der Ebene keine prinzipiellen 
Schwierigkeiten, Die bezüglicbe Definition in Nr. 1 ist so 
gefaßt^ daß sie ohne weiteres auch für den Raum gültig bleibt. 
Ich kann daher sofort dazu übergehen^ das Rechnen mit 
Punkten im Raum an einigen Beispielen darzulegen. 

58. Schwerpunkt des Tetraeders. — Ich betrachte an erster 
Stelle den Fall; wo das Tetraeder durch seine Ecken gegeben 
ist; und setze voraus ^ daß die Ecken mit gleichen Gewichten 
versehen sind. Dann kann ich diese Gewichte gleich der 
Einheit wählen und sofort die Summe von dreien der Ecken^ 
die ja immer in einer Ebene liegen^ etwa A^+ÄQ+Ä^y durch den 
Schwerpunkt 8^ des Dreiecks Ä^Ä^Ä^^ mit dem Gewicht 3 er- 
setzen. Hiemach habe ich es nur noch zu tun mit der 
Summe -4.i+ SiS^. Diese aber stellt einen Punkt dar auf der 
Linie A^S^, und zwar den Punkt, welcher Ä^S^ im Verhältnis 3:1 
teilt; dieser Punkt ist der gesuchte Eckenschwerpunkt Se und 
sein Gewicht gleich 4. Daher 

Weitere Eigenschaffcen des Eckenschwerpunktes eines 
Tetraeders ergeben sich durch folgende einfache Überlegung. 
Wegen 
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schneiden sich die Eckenlinien eines Tetraeders nach den 
Schwerpunkten der Seitenflächen in einem Punkt, seinem 
Schwerpunkt. 
Wegen 

schneiden sich die Verbindungslinien der Mitten je zweier 
Gegenkanten eines Tetraeders in einem Punkt, dem Schwer- 
punkt, und dieser ist für jede Verbindungslinie der Halbierungs- 
punkt. 

Offenbar kann ich dieselbe Summe noch auf sehr viele 
andere Weisen zusammenfassen, z. B. 

Ä^+A^+Ä^+Ä^^2Ä^+{A^+A^ + A^^A^) 

= (^,- 2^3) + {A,+ A^+ 3^3) 

mid weitere Sätze über das Schneiden von vier Transversalen 
in einem Punkt gewinnen. 

Es verdient hervorgehoben zu werden einmal, wie sich 
hier Lagenbeziehungen einfach durch Umstellung der Glieder 
einer Summe ergeben, und wie anderseits die Gültigkeit von 
Sätzen der Ebene ohne weiteres für den Baum hervorspringt. 

An zweiter Stelle betrachte ich das Tetraeder gegeben 
durch seine Kanten, die ich mir homogen mit Masse belegt 
denke. Die Längen der Kanten AiAk seien an (i, A; » 1, 2, 3, 4), 
dann kann ich gemäß der Definition in Nr. 4 jede Kante A^At 
ersetzen durch ihren Schwerpunkt, d. h. den Mittelpunkt -4,*, 
versehen mit dem Gewicht an, wo 

2Ai]t==Ai + Ak (•,*=!, 2, 3, 4). 

Demnach lassen sich die sechs Kanten des Tetraeders 
A^A^A^A^ ersetzen durch den Schwerpunkt 
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und diese Pnnktsumme kann auf mannigfaclie Weise konstruiert 
werden. 

Fasse ich die drei ersten Punkte zusammen^ so erkenne 
ich auf Grund der Überlegungen in Nr. 4, daß die Summe 
028 ^8 + ^1 -^81 + %8 -^2 ^^^ Inkreismittelpunkt des Mitten- 
dreiecks zur Seitenfläqhe A^A^Ä^ darstellt. Wie bekomme ich 
den Punkt ai4-4i4 + a^^Az^+ <^m^^^ — Teile die Seiten ^4 J^^^, 
A^A^^y A^^A^^ bzw. im Verhältnis a^ : a^^, a^^ : a^, 0^4 • ^14 ^^^ 
ziehe nach den Teilpunkten die EckenlinieU; so schneiden sich 
diese in dem merkwürdigen Punkt 

Alsdann Uegt der gesuchte Schwerpunkt auf der Verbindungs- 
linie des Inkreismittelpunktes des Dreiecks A^^A^^Ä^^ mit dem 
eben gefundenen Punkt des Dreiecks A^^A^^A^^j und zwar 
teilt er diese Strecke im Verhältnis a^^+ 03,4+ «34 : a^^+ a^^+ o^g. 
Offenbar liegt der Eantenschwerpunkt außerdem auf den Ver- 
bindungslinien der Inkreismittelpunkte der Dreiecke A^^A^^A^^y 
A^^A^^Aü^y A^^A^^Ai^ bzw. mit den entsprechenden merkwür- 
digen Punkten der Dreiecke A^^A^^A^^y A^^A^^A^y A^A^^A^^y 
d. h. die vier genannten Verbindungslinien schneiden sich in 
einem Punkt; nämlich Sk* 

Drittens betrachte ich ein Tetraeder A^A^A^A^y dessen 
Seitenflächen homogen mit Masse belegt sind. Bezeichne ich 
die Inhalte dieser Seitenflächen ihrem numerischen Werte nach 
mit Si{i =» 1; 2, 3; 4)^ so kann ich z. B. die Seitenfläche A^A^A^ 
auf Grund der Nr. 24 durch den Punkt A^ + A^+A^ ersetzen, 
belegt mit der Masse 8^. Demnach kommt die Frage nach 
dem Flächenschwerpunkt des Tetraeders zurück auf die Frage 
nach dem Schwerpunkt der vier Punkte 8^ {A^ + -4g -}- A^y 
8^{A^ + A^ + A;)y (^3(^4 + ^ + ^^), 8^{A^ + A^ + A^)y und es 
wird der Flächenschwerpunkt 
^8'Sf^8^{A^+A^+A^ + 8^{A^+A^-\^A;) 

wo ^=«^1+^8 + ^3+ ^4. Die rechte Seite kann ich, wie 
man sofort sieht, auch so schreiben 
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^ + ^ + J., +^,= 



SS-Sf=S(A^+A^+A^+A;) - (S,A^+ S,A^+ S^A,+ MJ, 
woraus, wenn ich 

SJ= d, J.1 + dj J, + dj4, + S^A^ 
setze, folgt sSy=4S,-J. 

Hier bezeichnet J deu Mittelpunkt der Inkugel^ welche 
die Seitenflächen des Tetraeders berührt. Demnach liegt der 
Flachenschwerpunkt des Tetraeders koUinear mit dem Ecken- 
schwerpunkt und dem Mittelpunkt der die Seitenflächen be- 
rührenden Inkugel derart; daß 8/ von Se um den dritten Teil 
der Strecke 8eJ absteht. 

Was endlich den Fall des homogenen Volltetraeders an- 
geht; so verschiebe ich dessen Behandlung auf Nr. 86. 

59. Übungen. — 1) Welches sind die Lagenbeziehungen^ 
welche durch folgende einfachen Umstellungen und Umfor- 
mungen 

(2A^ + A^) + (A^ + A^-Ä,) 
(2A^ + Ä,) + (Ä, + A,^Ä^), 

(A, + 2A^) + (A, + A^^A^) 
{A^+ 2A,) + {A^ + A,- A^) 
(A^ + 2A^ + (A^ + A^-A^) 
(A^ + 2A,) + (A,-^ A^-A^), 

{2A, + A,) + {A^ + A,-A,) 

= (2A^+A^) + (A, + A^--A^) 

= (2^3 -f A^) + (A^ + A,^ A,) 

=={2A, + A,) + (A, + A,-A,) 
ausgesprochen werden? 

2) Wie vereinfacht sich die Konstruktion des Schwerpunktes 
eines in den Kanten homogen mit Masse belegten Tetraeders 
für den besonderen Fall^ daß im Tetrader je zwei Gegenkanten 
einander gleich sind? 

3) Bezeichnen AB und CJD die parallelen Seiten eines 
Trapezes, wo CD <. AB, und zieht man durch die Endpunkte 



A^ + A^ + A^ + A^^ 



A^ + A^ + A,+A^ = 
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C und D Parallelen zu den Diagonalen des Trapezes^ so 
bilden diese Parallelen mit der Linie AB ein Dreieck^ dessen 
Schwerpunkt mit demjenigen des Trapezes zusammenfallt. 

4) Es soll nachgewiesen werden^ daß der vorstehende^ 
von Mannheim gefundene Satz für ein beliebiges Viereck be- 
stehen bleibt (vgl. F. Caspary, Sur le centre de gravite d'un 
quadrilatere. Bull. Soc. math. Fr. 28, 143—146, 1900). 

60. Baryzentrische Darstellung eines Punktes im Raum, — 
Der BAum ist durch vier Punkte eindeutig bestimmt, etwa 
jB^, -^2? ^39 -^4- Außerdem sei gegeben ein beliebiger Punkt P. 
Ich verbinde diesen mit E^ und bringe diese Linie zum 
Schnitt R mit der Ebene E^E^E^ Dann liegt P kollinear 
mit R und E^, läßt sich also durch diese Punkte linear dar- 
stellen: / . N 7> -D . TP 

Anderseits liegt R in der Ebene E^E^E^, läßt sich daher 
nach Nr. 7 durch E^, E^, E^ linear ausdrücken, 

qR = 7t^E^+ TTjjE?^ -f n^E^y 9 = JTi -f JTg -f ^Tj . 

Demnach ergibt sich 

(jT^ + JTg + jTg + ^rj P= ^lE^ + JTjJE^ -|- TrjJEj + %4^E^y 
oder, wenn durch 7i^+ n^+ n^-^- tc^ dividiert wird: 

d. h. jeder Punkt im Raum läßt sich durch die Ecken eines 
Bezugstetraeders linear darstellen; Jr^, ^Tg, jtg, tc^ sind seine ba/ry- 
zentrischen oder Tetraederkoordinaten. 

Ich will deshalb diese Punktdarstellung die ba/ryzentrische 
nennen zum Unterschied von der kartesischen Punktdar- 
stellung, die ich im nächsten Kapitel geben werde. 
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61. Addition tmd SubtraMion der Vektoren. — Wie in der 
Ebene definiere ich auch im Baum den freien Vektor ids die 
Differenz zweier Punkte. Unter B — A verstehe ich also 
wieder die Strecke ABy die von Punkt A nach Punkt B ge- 
richtet ist. Und dieser Vektor ist wieder parallel zu sich 
selber verschiebbar^ diesmal aber im ganzen Raum^ weshalb 
ich ihn auch hier freien Vektor nenne. 

Die Addition und Subtraktion freier Vektoren im Raum 
erfolgt nach demselben Schema, wie es bereits in der Ebene 
dargelegt worden ist,, entweder nach der polygonalen oder nach 
der polaren Methode (vgl. Nr. 10 und 11). 

62. FwndamewtdI/rdation zwischen vier beliebigen freien Vek- 
toren des Baumes. — Ich kann nunmehr sofort zur Aufstellung 
der Fundamentalrelation zwischen den freien Vektoren über- 
gehen. Ich frage nach der kleinsten ^r\7.^h] yon Vektoren, 
aus denen ich ein geschlossenes räumliches Vielflach zusammen- 
setzen kann. Zunächst ist klar, daß ein geschlossenes Viel- 
flach, welches aus drei Vektoren besteht, in einer Ebene liegt. 
Soll also das Vielflach ein räumliches sein, so müssen es min- 
destens vier Vektoren sein. Seien vier beliebige Vektoren 
%, a^, a^, a^ gegeben, so werde ich durch unmittelbare geo- 
metrische Addition derselben i. a. zu einem offenen räumlichen 
Vielflach gelangen. Soll sich das Vielflach schließen, so kann 
ich Länge und Bichtungssinn der gegebenen Vektoren stets 
so abändern, daß 



oder 



cc^B^^ A^ — Ai, o^ag — A^ — A^ 
fi^ftg = A^ -^3, €C^B>^ = Aj^ — A^ 
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wird^ wo «j; Og; 0^^ «4 beliebige reelle Zahlen bedeuten^ d. h. 
zwischen vier beliebigen Vektoren des Raumes besteht immer 
eine lineare Beziehung^ oder: Jeder freie Vdctor des Baumes 
läßt sich durch drei beliebige freie Vektoren linear ausdrücken. 

63. Vektor- und PunJddarsteUung durch die MnheitS' 
Vektoren, — Als diese beliebigen Vektoren führe ich drei Ein- 
heitsvektoren e^; 62; 63 ein Ton der Art, daß ihre numerische 
Länge gleich der positiven 
Einheit ist, und daß ihre 
Richtungen aufeinander senk- 
recht stehen. Dabei setze ich 
fest, daß der Vektor e^ durch 
positive Drehung (im ent- 
gegengesetzten Sinne des Uhr- 
zeigers") um 90® innerhalb der 
e^ 62 -Ebene in die Lage des 
Vektors e^ und durch wei- 
tere positive Drehung um 
90® innerhalb der egej-Ebene 
in die Laire des Vektors e« 
übergehen soU, mit anderen 
Worten, ich setze ein Rechts- 
system voraus (wie Daumen, Fig. «6. 
Zeigefinger und Mittelfinger 
der rechten Hand; Fig. 26). Alsdann kann ich schreiben 

Ä = ^1 ©1 H" 0^2 ©2 ' ^S ®S f 
WO 

% = a cos (a, ej, Og == a cos (a, Cg), a^=a cos (a, 63). 

Aus dieser Vektordarstellung fiießt unmittelbar eine neue Dar- 
stellung des Punktes im Raum. Nämlich, der Vektor a ist doch 
auch darstellbar durch P — JB, daher 

P = E+ a^e^ + a^e^ + a^e^, 

d. h. jeder Punkt im Baum laß sich durch einen beliebigen 
Punkt wnd drei beliebige VeMoren linear darstellen. 
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Ich will diese Pnnktdarstellimg die kartesische nennen zum 
Unterschied von der baryzentrischen in Nr. 60, und zwar die 
kartesische, weil die in ihr vorkommenden skalaren Größen 
<h9 ^if ^ die kartesischen Koordinaten des Punktes JP sind. 

64. Äußere imd innere (shüa/re) MuUiplUcation der freien 
Einheitsvektoren. Freie Biväctoren. — Da sich jeder freie 
Vektor durch die drei Einheitsvektoren darstellen läßt, hat 
man nur für die letzteren nötig, Regeln über die Multiplikation 
aufzustellen. Wie in der Ebene handelt es sich auch hier um 
die äußere und die innere Multiplikation. In der Ebene aller- 
dings liegen die Verhältnisse einfiEbch genug, insofern als nur 
das äußere Produkt e^e, und das innere Produkt ^i\^ auf- 
treten. 

Hier im Baume dagegen sind folgende äußeren Produkte 

e<eA, e^-eifeC/ (»,«;,? = 1,2, 3) 

und folgende inneren Produkte möglich 

e.- 1 e*; e.- 1 e*ej (*. ^, ^ = i, 2, 3). 

Halte ich an der Regel fest, daß ein äußeres Produkt sein 
Vorzeichen wechselt bei Vertauschung seiner Faktoren, so 
kommen von den äußeren Frodukten nur diese vier in Betracht 

®2®3> ®8®i; ®1®2; ®1^2®8* 

Die drei ersten sollen, wie ich in Weiterbildung der in der 
Ebene aufgestellten Definitionen festsetze, Vektorquadrate dar- 
stellen, deren Seiten numerisch gleich der Längeneinheit sind, 
dann wird naturgemäß das äußere Produkt O^e^e, einen Vektor- 
würfel darstellen, dessen Inhalt gleich der Volumeneinheit ist. 
Nun ist der Vektorwürfel offenbar eine ungerichtete Ghröße, 
das äußere Produkt e^%% also eine Zahlengröße oder, wie 
Hamilton sagt, ein Skalar. Ich werde daher setzen 

Die Produkte 6,6* dagegen sind Vektorgrößen, aber Vektoren 
von einer höheren Dimension als die Vektoren e< selber. Ich 
will sie daher mit Peano Bivektoren nennen, und zwar, da 
die e»- parallele Verschiebbarkeit zulassen und diese Eigenschaft 
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auch den Yektorqaadraten zukommt, will ich sie freie Bi- 
Vektoren nennen. 

Herr Timerding hat hiert&r den Namen freie Plangröße 
Yorgeschlagen. 

Ich komme nun zu den inneren Produkten und treffe^ wie in 
der Ebene, die Festsetzung, daß jeder Einheitsvektor innerlich 
mit sich bzw. mit einem anderen Einheitsvektor multipliziert, 
gleich der positiven Einheit bzw. gleich Null werden soll, also 

ejei^e^l 62-83163=1; [e,|63] = [63|6i] = [6,|6,] = 0. 

Die innere Multiplikation wird daher auch als skalare Mul- 
tiplikation bezeichnet. 

65. Ergmmng des freien Einheitsvektors. — Vergleiche ich 
diese Festsetzungen mit der obigen: 6^6,63 » 1, so entsteht 
die Frage, ob es nicht möglich sei, sie aus der letzteren ab- 
zuleiten, die innere Multiplikation also auf die äußere zurück- 
zufahren. Dies ist in der Tat auch im Räume möglich durch 
Einführung des Begriffs der Ergän^nrng. Diesen definiere ich 
wie folgt: 

Die Ergimzwng eines Einheitsvektors hzw. -hivektors ist das 
äußere Produkt der anderen Einheitsvektoren hzw. -bivektoren, so 
geordnet, daß das äußere Produkt oms dem Einheitsveklor hzw, 
'hivektor wnd seiner Ergänzung gleich der positiven Einheit ist. 

Ich bemerke vorweg, daß diese Definition sowohl für 
die Ebene wie für den Raum gilt, und daß sie im ersteren 
Fall mit den Ergebnissen der Nr. 29 in Einklang steht. 

Für den Raum setze ich hiemach 



6^ =» ög^sj I % — ®3®i; I % — ^1^8; 

denn bilde ich gemäß der Definition 6^16^, so wird dies gleich 
6^6363 = 1. Ebenso kann ich setzen 

denn bilde ich [6363 1 6263], so erhalte ich 63636^ = 616263 = 1. 
Demnach ist die Ergänzung eines Einheitsvektors der aus den 
beiden anderen Einheitsvektoren gebildete Bivektor, dessen Ebene 
auf jenem Einheitsvektor senkrecht steht, und umgekehrt: die 
Ergänzung eines Einheitsbivektors wird durch den auf seiner 

Jahnke, Vorlesungen über die Vektorenreohnnng. 7 
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Ebene senkrechten Einheitsvektor dargestellt — so sftcar, daß die 
drei Vektoren stets ein Bechtssystem bilden. 

Durch Zusammenstellen der beiden Regeln 

161 = 6,63, 16265=61 

finde ich weiter, daß 

. , Il«i=|[eae3] = 6i 

sem muD, also 



d. h. die Ergänzung von der Ergänzung eines Einheitsvektors 
führt wieder zum Vektor zurück. 

Zum Abschluß der Regeln über das Rechnen mit der 
Ergänzung fdge ich noch hinzu, daß, wie in der Ebene, die 
Er^nzung einer Summe gleich der Summe der Ergänzungen 
und die Ergänzung eines Produkts von Einheitsyektoren gleich 
dem Produkt der Ergänzungen sein soll. 

66. Multiplikationstdbelle. — Die Regeln in Nr. 64 und 65 
zusammenfassend, kann ich hiemach folgende Multiplikations- 
tabelle aufstellen: 

Tabelle III. 





«1- [e»e.] 


«1= [«.«ll 


«5= [«.«l] 


ei=e,e. 
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Diese Tabelle gibt das Resultat der äußeren Multiplikation 
eines Vektors der linken Vertiko-len mit einem Vektor der 
oberen Horizontalen. 

67. Inneres Produkt beliebiger freier Vektoren. — Aus den 
vorstehenden Vorschriften über das !H6chnen mit den Einheits- 
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Vektoren müssen nnn die Bechenregeln fQr bdidnge Vektoren 
hervorgehen. 

Ich will zunächst beweisen^ daß sich das innere Produkt 
zweier beliebiger Vektoren im Baume auf genau dieselbe 
Weise darstellt wie in der Ebene. Nämlich^ bedeuten a, b 
zwei Vektoren der Ebene, so ist; wie wir gesehen haben^ a | b 
eine skalare Größe und zwar gleich ab cos (a^ b). Genau das- 
selbe Ergebnis werde ich für den Raum ableiten. 

Dazu gehe ich aus von der Darstellung 

a = aiei + a2^2+ a^%, ^ = h^i + b^e^ + h^e^ 
und bilde das innere Produkt der beiden Vektoren: 

a|l> = öi&i[ei|ej + aj6i[e2|ei] + a36i[ej|ei] + ai62[^il^8] + *' 
oder mit Rücksicht auf' die Rechenregeln 

a I b = a^fti + aj62 + «s^s; 
woraus wegen 

«1 = a cos (a, Ol), a^^a cos (a, e^), a^^a cos (a, 63), 

61 = 6 cos (b, Oj), 63 = 6 cos (b, e,), 63 = 6 cos (b, 63) 

folgt 

a|b » a2» cos(ay b). 

Hieraus ziehe ich zwei Folgerungen. Erstens , die Be- 
dingung dafür^ daß zwei Linien aufeinander senkrecht stehen^ 
lautet: es muß das innere Produkt ihrer freien Vektoren ver- 
schwinden. Zweitens, wird b»a; so ist a|a»a^, d.h. auch 
im Räume erhalte ich den numerischen Wert eines Vektors, 
indem ich aus dem inneren Produkt desselben mit sich selber 
die Quadratwurzel ziehe und dieser das positive Zeichen gebe, 
und diese Definition des numerischen Wertes oder des Betrages, 
wie Herr M. Abraham sagt, muß auch für die Ergänzung 
des Vektors, d. i. für den Bivektor bestehen bleiben. 

68. Ergmmng des beliebigen Vektors, — Ich gehe jetzt 
dazu über, nachzuweisen, daß auch die Ergänzung eines be- 
liebigen Vektors, a einen Bivektor darstellt, desGien Ebei^e,« auf 

: ^-7* ; -^ ^ - ' 
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der Richtung von a senkrecht steht. Zu dem Zweck nehme 
ich von 

die Ergänzung: 

I a = ai I Ol + o^ 1 62 + a3 1 63 = a^^e^e^ + a^e^e^ + a^e^e^. 

Die rechte Seite läßt sich als äußeres Produkt zweier Faktoren 
darstellen^ wie folgt 

a = — Ke^ - OgOi «163 — asej. 

Aus dieser Formel lese ich unmittelbar ab^ daß | a einen 
Bivektor darstellt. Kann ich jetzt zeigen^ daß der Vektor a 
auf den beiden Vektoren a^e^ — a^e^ und a^e^ — «^e^ senkrecht 
steht; so steht er auch auf der von ihnen gebildeten Ebene^ 
also auf der Ebene von |a (sprich: Ergänzung a) senkrecht. 

Ich habe demnach bloß noch nachzusehen^ ob die Ortho- 
gonalitätsbedingungen erfüllt sind; ob die inneren Produkte 
[«163 — «361 |a] und [aiOg — «2^1 I*] verschwinden. Das ist 
in der Tat der Fall, denn multipliziere ich aus, so finde ich: 

[a^es — agOi |a] = [aie3 — «361 ai\ei + a^\e^ + a^le^] 

== a^a^ [63 1 63] — a^ag [62 1 63] = 0, 

[«162 — «261 1 a] = [«162 — «2^1 ö^i I Ol + ag I eg + «3 1 63] 

= — a^a^ [Ci I ej + a^a^ [e^ \ e^] = 0. 

Nehme ich jetzt von { a die nochmalige Ergänzung, so 
wird 

a = ai II Ol + «2 II ea + a^ \\ 63 = ajOi + a^e^ + a^e^=h, 



d. h. die Er^oizung zur Ergänzung eines Vektors führt wieder 
auf den Vektor zurück, oder die Ergänzung eines Bivektors b c 
ist ein einfacher Vektor a, der auf der Ebene des Bivektors 
senkrecht steht und einen solchen Richtungssinn hat, daß eine 
Drehung von b nach c cmf hürzestem Wege und eine Schidru/ng 
in J^i^wng vgn^ a eine Bechtsschrcmbung liefert. 

• • • • 
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Wer dem analytisclien Beweise einen geometrischen vor- 
zieht, findet einen solchen in beistehender Fig. 27 angedeutet. 

Hiermit ist aach klargelegt, wie der Ergänzmigsbegriff 
die Einführung einer zweiten Multiplikation neben der äußeren 
entbehrlich machen kann, denn die innere Multiplikation zweier 




Pig. 27. 

Vektoren läßt sich eben, wenigstens formal, als eine äußere 
Multiplikation des ersten Vektors mit der Ergänzung des 
zweiten oder, wie ich auch sagen kann, eines Vektors und eines 
Biyektors ansehen. 

69. Äußeres Produkt zweier bdidnger freier Tutoren. — 
Ich habe jetzt zu untersuchen, wie sich das äußere Produkt 
zweier beliebiger fr eierYektoren im Raum darstellt. Dazu bilde ich 
ab = [a^e^ + a^e^ + a^e^ b^e^ + b^e^ + 6363] 

= n I ©1 + ya I «8 + ys I ©3= I (yi^i + y%^2 + rs^s); 

wenn der Kürze halber 

yi^af:bi-aibk (e,Ä;, 2=1,2,3; 2, 3,1; 3, 1,2) 

gesetzt wird. 
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Hieraus ersehe ich einmal^ daß auch das äaßere Produkt 
zweier beliebiger Vektoren im Baum wieder Yektorcharakter 
besitzt^ und zweitens daß es möglich ist^ die Summe von drei 
beliebigen Bivektoren stets zu einem Bivektor zusammenzusetzen 
oder^ was dasselbe ist, daß wünschen vier bdidngen Bivektoren 
stets eine Unea/re homogene BeUxtion besteht. Der letztere Schluß 
folgt übrigens auch unmittelbar aus dem Bestehen einer lii^paren 
homogenen Beziehung zwischen vier beliebigen Vektoren. Ich 
habe ja nur notig, auf beiden Seiten die Ergänzung zu nehmen. 

70. Der numerische Wert des freien Bivektors. — Ich frage 
jetzt nach dem numerischen Wert des äußeren Produktes zweier 
Vektoren. Derselbe ergibt sich ohne weiteres, wenn ich aus 
der analytischen Geometrie das Resultat benutze, daß die Pro- 
jektionen eines Parallelogramms mit den Seiten a, b gleich 

Will ich diesen Satz nicht benutzen, so verfahre ich wie 
folgt. Gemäß der Definition ist das Quadrat des numerischen 
Wertes von ab gleich dem inneren Produkt [ab | ab], und dieses 
ist gleich 

[ri I «1 + ra I «8 + y« I €>8 n^i + yj«» + n%] = ri* + r^^ + n*- 

Setze ich hier für die c ihre Werte wieder ein, so läßt sich 
die Quadratsumme in bekannter Weise transformieren, nämlich 

n'+ ^2'+ n"= (V+ V+ V)(V + V+ V) 

— (01^1+02^2 + «8 63)* 

und die rechte Seite wird wegen 

ai = a cos (a, e^), 6,- == 6 cos (b, e<) (» = 1, 2, 3) 
gleich 

a^b* — a*6* cos *(a, b) = a*6^ sin *(a, b), 
also 

[ab I ab] = a^b^ sin *(a, b), 

d. h. der numerische Wert des Bivektors [ab | ab] ist gleich 
ab sin(a, b). 

Ich ersehe hieraus: das äußere Produkt ab stdlt ein Vektor- 
paraJMogramm dar mit den Seiten a, b, dem Inhalt ab sin (a, b) 
und einem bestimmten Umfährungssinn, 
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Sollen also zwei Biyektoren einander gleich sein^ so müssen 
sie außer im nomerischen Wert und in der Bichtnng noch im 
Umfahmngssinn übereinstimmen. 

71. Äußeres Produkt dreier freier Vektoren, — Seien a^ b, c 
drei beliebige Vektoren, so erhalte ich das äußere Produkt 
abc, indem ich das Produkt ab äußerlich mit c multipli- 
ziere. Also 



yi^+yj^+yjCs 



und das ist eine skalare Größe, ebenso wie das äußere Produkt 
der drei Einheitsvektoren. Sie gibt den Inhalt eines Spates 
(vierseitigen Prismas), wo in jeder Ecke die drei Kanten a, &, c 
zusammenstoßen. Ich kann daher auch schreiben 

abc =» ahc sin (b, c) cos (a, { bc) » dbe sin (c, a) cos (b, | ca) 

=> dbe sin (a, b) cos (c, | ab). 

72. Äußeres Produkt ztmer freier Bivektoren. — Seien zwei 
beliebige Bivektoren gegeben, so kann ich sie als Ergänzimgen 
zweier Vektoren darstellen, sie mögen heißen |a und | b, dann 

ist zunächst 

' a = «1 1 Ol + Og I Og + Oj I ej, 

folguch 

|a| b = aA LI ei|ei] + a,6j[|e,|e,] + a5&5[| 6,163] 

+ <hh [| ®« I ^s] + %^ [| ®8 I ^] + • • •; 

woraus wegen der über das Rechnen mit den Einheitsvektoren 
festgesetzten Bechenregeln (vgl. Nr. 66) folgt 

I a I b =» ögfej.l [6,63] + a^\'\ [6362] + 0361. 1 [63 6j + a^h^\ [6163] 
= as,&3-6i — agfta • 6^ + a^l^ - 6^ — a^b^ • 6^ + a^b^ • 63 — a^b^ • 63 
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d. h. das äußere Frodukt zweier Bweldoren stellt wieder einen 
einfachen Vdctor da/r^ wdcher auf der Ächsenebene der Bir 
Vektoren senkrecht steht. Und sein numerischer Wert ist gleich, 
ab sin (a, b). 

Bezüglicli der Schreibweise bemerke ich^ daß icb auch 
künftig statt | [ab] einfacher | ab schreiben werde^ indem ein 
für allemal festgesetzt wird, daß zuerst äußerlich muUipliziert 
und dann die Ergänzung genommen werden soU. 

78. Fwndam^evAcilformd fwr das äußere Frod/ukt zweier freier 
Bivektoren. — Seien a, b, c drei freie Vektoren, die sich dar- 
stellen in der Form: 

a=ai 61 + 0^62 +a^%y 

SO bilde ich zunächst das äußere Produkt ab und multi- 
pliziere dieses äußerlich mit |c, so entsteht der Ausdruck 
[ab I c] = ab I c. Welche yektorielle Bedeutung kommt ihm 
zu? Da ab die Ergänzung eines freien Vektors ist, etwa 
ab == I c'y so läßt sich unser Ausdruck schreiben in der Form 
I c' I C = I c'c, d. h. er stellt einen freien Vektor dar, der auf den 
Vektoren c und c' senkrecht steht. Da nun c' auf den Vektoren 
a, b senkrecht steht, müssen die drei Vektoren a, b, | c'c einer 
und derselben Ebene parallel, also Vektoren der Ebene sein, 
woraus folgt, daß sich ab|c linear durch a und b darstellen 
lassen muß. 

um diese Darstellung zu finden, bilde ich 

ab I c = [yi I Ol + j/g I ej -f yj I e« q | e^ -f c^ | e, + Cg | Cj] 

= («1^ -f ajCj, -f agCg) (6161 -f 62^2 + ^s^s) 

- (&1C1 -f ftgCg + ^8^3) K^i + «26, + «365). 
Nun ist 

«iCi + OgCj + «8^3 = a I c, JiCi -f JgCg -f- ftgCs = b I c, 
demnach wird 
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ab I c = [a I c] b — [b I c] a, 

und das ist die gesuchte Formel für das äußere Produkt zweier 
Bivektoren. 

Ein anderer Beweis dieser Formel ^ der von der Zerlegung 
des Vektors nach den drei Einheitsvektoren keinen Gebrauch 
macht, rührt von J. Lüroth her (Grundriß der Mechanik^ S.40. 
München 1881^ Th. Ackermann). Dagegen ist die Ableitung, 
welche Herr Bucherer in seinem Werk ,,Elemente der Vektor- 
Analysis^^ S. 18, 19, Leipzig 1903, B. G. Teubner, beibringt, 
nicht einwandsfrei, insofern nicht bewiesen wird, daß der von 
ihm eingeführte unbestimmt sMare Faktor -BT wirklich eine Kon- 
stcmte ist, was doch im allgemeinen nicht einzutreten brauchte. 

74. Unterschied der Viktoren im Baume von den Vektoren 
der Ebene. — Zum Abschluß dieses Kapitels will ich das Unter- 
scheidende des Yektorkalkuls im Baum von demjenigen in 
der Ebene noch einmal hervorheben. Während in der Ebene 
nur eine Art freier Vektoren möglich ist, treten im Raum 
deren zwei auf, die Vektoren und die Bivektoren. Verlieren 
in der Ebene das innere und das äußere Produkt den Vektor- 
charakter und stellt das erstere einen invarianten Skalar, das 
letztere einen Skalar dar, der das Vorzeichen ändern kann, so 
ist im Baum das innere Produkt ein Skalar, das äußere aber 
ein Bivektor. In der Ebene liefert die Er^Lnzung eines Vektors 
wieder einen einfachen Vektor, im Baume dagegen einen Bi- 
vektor. Während im Baum die Ergänzung zur Er^Lnzung eines 
Vektors wieder zum Vektor selber zurückführt, ist in der 
Ebene die von der Er^nzung genommene Er^mzung gleich 
dem ursprünglichen Vektor mit entgegengesetztem Bichtungs- 
sinn. Es liegt hierin ein wesentlicher Unterschied des zwei- 
dimensionalen vom dreidimensionalen Baum ausgesprochen. 
Endlich sind in der Ebene drei, im Baume erst vier beliebige 
Vektoren stets durch eine lineare Belation verbunden. 

75. Übungen. — 1) Bedeuten a,. b, c, d vier beliebige 
freie Vektoren, so besteht die Identität 

[b ^ c I a - d] -f [c - a I b - d] -f [a - b I c - d] = 0. 



106 



Achtes Kapitel. Die freien Vektoren. 



»1 ^1 


a, \ 


«8 *1 


»1 *» 


«» \ 


«8 \ 


*! *» 


«» ^ 


»S ^ 



Setze ich a =--4-0, b«jB-0, e^C^-O, A==D-0, 
so ergibt sich eine bekannte Eigenschaft des Tetraeders AB CD. 

2) Bedeuten a, b, C, d vier beliebige Vektoren, so besteht 
zwischen ihnen eine lineare Relation, die sich so schreiben laßt 

[abc] d « [bcd] a - [cda] b + [dab] c. 

3) Zu beweisen, daß drei beliebige Vektoren der Gleichnng 

[b c I a] + [c a I b] + [a b I c] =- 
genügen. 

4) Zu beweisen, daß 



[a^aja, bib^b,]« 



76. Erweiterungen des Pythagoreischen Satzes auf den 
Baum. — Seien a^, %, a,, a^ vier freie Vektoren, die ein 

geschlossenes Vierflach bilden, dann 

ist 

oder 

a^ + a^ + a^ = — a^. 

Wird diese Gleichung innerlich mit 
sich selber multipliziert, so folgt 

V+ V + 0^8*— ^OjOg cos «23 

— 20301 cos «51 

— 2a^a^ cos a^^ = O4*, 

wenn man beachtet, daß der Winkel 
zwischen den Vektoren a^, a;fc das 
Supplement zu dem Innenwinkel utk im Vierflach bildet. Das 
ist aber nichts anderes als der Cosinus- oder Byfhagoreisdis 
Satz für das räumliche Vierflach. 

Sei anderseits ein Vektortetraeder gegeben mit den von 
einer Ecke ausgehenden Kanten a, b, C. Die Seiten des 
Gegendreiecks dieser Ecke sind dann (Fig. 28) e — b, a — c, b — a. 
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Nun sind die vier Seitenflächen freie Bivektoren^ die ich mit 
^9 ß} 7} ^ bezeichnen will. Dann ist 

2a = bc, 2/}»ca; 2y=-ab 
und 
2cf = [a - c a - b] « - ca - bc - ab = - 2« — 2/? - 2y, 

woraus 

a + ß + y + Ö^O, 

d. h. im Yektortetraeder besteht zwischen den yier Seitenflächen 
eine lineare homogene Relation, analog derjenigen, wie sie im 
Yektoryierflach zwischen den yier Kanten besteht. Es ist dies 
eine Folge des dnalen Verhältnisses, in welchem freier Vektor 
und freier Birektor zueinander stehen. 

Multipliziere ich nun diese Vektorbeziehung in der Form 
« + /' + y = — rf innerlich mit sich selber, so folgt 

ö\6 ^ a\a + ß\ß + y\y + 2ß\y + 2y\a + 2a\ß 

oder wenn die numerischen Werte von a, ß^ y, 6 mit a^ ß, y^ 8 
bezeichnet werden, 

d* == a^ + j8* + y* + 2 j8y cos ^^3 + 2ya cos A^^ + 2 aß cos -ä^j, 

xmd das ist der Pythagoreische Lehrsatz für ein beliebiges Tetraeder, 
wenn mit Aik die Supplemente der räumlichen Winkel zwischen 
den Seitenflächen des Tetraeders bezeichnet sind. 

Wird dagegen die obige Vektorgleichnng mit a, bzw. ß, y, d 
innerlich multipliziert, so ergeben sich die Formeln 

a + ß cos -4^3 + y cos-^ij + d cos -4^4= 0, 

a cos -4i2 + ß + y cos A^^ + 8 cos A^^ = 0, 

a cos J.ig + ß cos -4^j + y + * cos A^ =» 0, 

a cos Ji4 + ß cos -4j4 + y cos Ai^ + d = 0. 

Hieraus fließt das Verschwinden der Determinante 

cos-4a|=0 (»,Ä;-1, 2, 3,4), 



die bekannte Relation zwischen den sechs Flächenwinkehi des 
Tetraeders. 
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77. Übungen oms der sphäriscJien Trigonometrie, — Ich 
gehe aus Ton der Formel 

[ab|c] = [a|c]b~[b|c]a 

und multipliziere sie innerlich mit dem Vektor d^ so folgt 

[ab|cd]=-[a|c][b|d]-[b|c][a|d]. 

Nehme ich die numerische Länge der Vektoren gleich 
der Einheit, so ist 

[a I c] = cos (a, c), [b I c] = cos (b, c), 

[a I d] == cos (a, d), [b | dj = cos (b, d) 
und 

[ab I cd] = sin (a, b) • sin (c, d) • cos (ab, cd), 

demnach 

sin (a, b) sin (c, d) cos (ab, cd) = cos (a, c) cos (b, d) 

— cos (b, c) cos (a, d). 

Dies ist eine Identität zwischen den Winkeln, die vier 
Vektoren im Raum miteinander einschließen, oder wie ich 
auch sagen kann, zwischen den Winkeln eines sphärischen Vierecks, 

Setze ich d =» a, so fließt hieraus die bekannte Formel 
am sphärischen Dreieck 

cos (b, c) = cos (c, a) cos (a, b) — sin (c, ä) sin (a, b) cos (ca, ab). 

Femer, durch zyklische Vertauschung der a, b, c ergibt 
sich aus der obigen Identität 

sin (b, c) sin (a, d) cos (bc, ad) = cos (a, b) cos (c, d) 

— cos (c, a) cos (b, d), 
sin (c, a) sin (b, d) cos (ca, bd) = cos (b, c) cos (a, d) 

-- cos (a, b) cos (c, d), 
demnach durch Addition 

sin (b, c) sin (a, d) cos (bc, ad) + sin (c, a) sin (b, d) cos (ca, bd) 
+ sin (a, b) sin(c, d) cos (ab, cd) = 0. 

An dieser Stelle möge noch die Bemerkung Platz finden, 
welche zuerst von F. Möbius gemacht worden ist, daß alle 



Satz über die Trägheitsmomente zweier Punktsysteme. 109 

Formeln der sphärischen Trigonometrie symmetrischer werden^ 
wenn man statt der Neigungswinkel der Flächen ihre Außen- 
winkel setzt. Die Winkel der Pölarecke werden dcmn gleich 
den Seilen der ursprünglichen Ecke und umgekehH; und alle 
Formeln der sphärischen Trigonometrie behalten unmittelbar 
ihre Geltung^ wenn man Winkel und Seiten yertauscht. 

78. S<xlz über die Trägheitsmomente zweier Punktsysteme. — 
Seien A^, A^, . - . An und Ä^', A^\ . . . Äj zwei Punktsysteme 
im Raum; und 0' zwei beliebige Punkte. Dann ist 

^/-^, =(^'- 0') ~ (Äi - 0) + (0'- 0). 

Führe ich nun zwei neue Punktsysteme Bi, B/ (i = 1, 2, . . . n) 
ein und setze 

^'~0'=Ä'-P, Äi^O^Bi-P, 

so ist 

(A,' - 0') - {A, - 0) = ^/ - B„ 
also 

Ai'-Ai = Bi'-Bi +0'-0. 

Durch ümere Multiplikation folgt 

AtAi'^ = BiBP +00'* + 2 \Bi' - B< | 0' - 0] 
und 

SmiAiAl* = SmiBiBi'* + m • 00'* 

i i 

+ 2 [2?m<jB/ - SmiBi \ 0' - 0], 

wo m === Smi die Massensumme eines jeden Systems bezeichnet. 

i 

Nun ist 

SmiBi' - SmiBi =- 2?m.-^/ ~ SmiÄi + m(0 — 0') 

» i i i 

wenn 

2JmiAi = mSy SmiAi == mS' 

i i 

gesetzt wird. 

Lasse ich jetzt die beliebigen Punkte 0, 0' bzw. in die 
Schwerpunkte S, S' der beiden Punktsysteme {miÄ^, {miAi) 
fallen^ so ergibt sich die von Herrn Fouret (Bull. Soc. 
Math. F. XI, 1883) gefundene Beziehung 
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2mtAtÄi'*~2miBiBt" + mSS'K 

i i 

Linker Hand stellt die Summe der Tragheitsmomente der 
Massenpnnkte des einen Systems, etwa (miAi), in bezug 
auf die entsprechenden Punkte des zweiten Systems (^/). 
Denke ich mir also die Punkte Ät^ Ai bzw. nach den Punkten 
Hij Bi verschoben, so daß die Strecken AiSy At^S' mit den 
Strecken BiP bzw. BtP gleiche Länge, gleiche Richtung 
und gleichen Sinn haben, dann laßt sich der linker Hand 
stehende Ausdruck durch den analogen Ausdruck für die 
Systeme (mjJBj), (jB/) ersetzen, wenn man diesen noch um 
das m fache des Abstandquadrates der beiden Schwerpunkte 
S, 8* vermehrt. 

79. Die vektoridle wnd die äußere MtAUipUkation. — In 
den meisten Lehrbüchern der Vektaramlysis ist von vek- 
torieUen und von skcUaren Produkten die Bede, nicht aber von 
äußeren und von inneren. Ich will kurz auf den Zusammen- 
hang dieser Multiplikationen hinweisen. Während die inneren 
Produkte mit den skalaren identisch sind, besteht ein wesent- 
licher Unterschied zwischen den vektoriellen und den äußeren 
Produkten. Fasse ich ab als äußeres Produkt auf, so stellt 
ab einen Yektor von höherer Dimension als a und b einzeln 
dar. Sein Zusammenhang mit dem linearen Vektor wird ver- 
mittelt durch den Begriff der Er^mzung, ich kann schreiben 
ab » I c, und der Er^uizungsvektor C steht auf der Ebene der 
Vektoren a, b senkrecht. Di^egen, das vektoridle Produkt 
oder Vektorprodukt Fab (Heaviside, Föppl) = a x b (Gibbs) 
stellt selber bereits den einfachen Vektor C dar. Bei dieser 
Art zu multiplizieren geht also der Dimensionsbegriff verloren, 
ich werde von einem Vektor erster Stufe niemals zu einem 
Vektor zweiter Stufe gelangen. Die hierbei zugrunde gelegten 
Definitionen lauten in der von Heaviside verbesserten 
Hamiltonschen Form 

während ich nach Graßmann definiert habe 

©j^S'^l®!; ®S^1^^|^2^ ®i®2'=|^8« 
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ffieraus geht hervor, daß ein wesentiicher Unterschied besteht 
zwischen dem äußeren und dem vektoriellen Produkt zweier 
Vektoren, und daß es nicht erlaubt ist, diese beiden Be- 
zeichnungen miteinander zu vertauschen, wie es neuerdings 
leider von Seiten namhafter Physiker geschehen ist. 

80. Die geometrische and die physikalische Bichtung der 
Vektorcmalysis. — Die Entscheidung dürüber, welche der beiden 
Definitionen, ob die spezielle Heavisidesche oder die um- 
fassende Graßmannsche, zum Ausgangspunkt passend zu 
wählen ist, hängt von dem Zweck ab, welchen man verfolgt. 
Handelt es sich allein um Anwendungen auf physikalische 
Probleme, so kann man sich wohl mit derjenigen Heavisides 
begnügen. Will man aber Methoden entwickeln, die nicht 
bloß auf Physik, sondern auch auf Geometrie im weitesten 
Sinn des Wortes (insbesondere mit Einschluß der geometrischen 
Mechanik) anwendbar sind, so ist man gezwungen, die Graß- 
mannsche Auffassung zugrunde zu legen, d. h. Vektor und 
Bivektor als duale Elemente des dreidimensionalen Vektor- 
raumes und — was der Hamilton-Heavisideschen Richtung 
durchaus fremd ist — neben dem freien den gdmndenen Vektor 
einzuführen. 



Neuntes Kapitel. 

Die gebundenen Tektoren oder Stäbe. 

81. Äußere MiUtiplikation zweier Pwnkte, -r- Seien gegeben 
die Tier, den Raum bestimmenden Punkte E^, E^, E^, E^, so 
kommen für den Raum in Betracht die äußeren Produkte [EiEk^ 
[EiEkEi] und [EiEkEiEm] (i, h,hm = 1, 2, 3, 4) als Größen 
höherer Dimension (zweiter, dritter und yierter Stufe). 

Indem ich auch hier an der Eigenschaft des äußeren 
Produktes festhalte: das Vorzeichen zu wechseln, wenn zwei 
Faktoren miteinander vertauscht werden, kann ich die Be- 
trachtung beschränken auf die Gebilde 

IE,E,1 [E,E,l [E,E,l [E,E^, [E^E^l [E,E,y, 

[E^E^E^], [E^E^^E^], [E^E^E^], [EiE^E^]] [Ej^E^E^^E^], 

Ich frage zunächst nach der Bedeutung von [E^E^^* Nun, 
die in Nr. 18 gegebene Definition für das äußere Produkt 
zweier Punkte der Ebene ist so gefaßt, daß sie ohne weiteres 
auch für den Raum bestehen bleibt. Auch im Raum soU 
[E^E^] den gebundenen Vektor bezeichnen, der von E^ nach 
E^ gerichtet ist, die Länge der Strecke E^E^ besitzt und in 
seiner eigenen Richtung beliebig hin- und hergeschoben werden 

kann, so daß wieder [E^E^] [E^E^], [E^E^]:^0, Der 

Kürze halber soll der gebundene Vektor da, wo kein Miß- 
verständnis möglich, wieder durch einen kleinen deutscJien fett- 
gedruckten Buchstaben bezeichnet werden, zum unterschied 
vom freien Vektor, den ich ja durch einen lateinischere Buch- 
staben bezeichne, so daß z. B. e einen gebundenen und e den 
entsprechenden freien Vektor bezeichnen sollen. Und ebenfalls 
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der Kürze halber werde ich häufig statt vom gdnmdenen Vektor 
schlechtweg Ton der Geraden t sprechen oder auch mit Herrn 
Graßmann d. J. Tom Stab e. 

Für die Zusammensetzung zweier gebundener Vektoren^ 
deren Richtungen sich schneiden^ die also einer Ebene an- 
gehöreu; gelten dieselben Regeln wie für die Vektoren der 
Ebene. Demnach setzen sich beliebig viele gebundene Vektoren^ 
wenn sich ihre Richtungen in einem Punkte treffen^ wieder zu 
emem gebundenen Vektor zusammen. 

Die Bezeichnung des Vektors als eines gebundenen hat^ 
wie in der Ebene, seinen Gbnmd in der Formel 

welche den gebundenen Vektor als äußeres Produkt des freien 
Vektors E^ — E^ und des Punktes E^ darstellt. Der freie 
Vektor E^ — E^ wird gewissermaßen durch Festheften in E^ 
zum gebundenen Vektor [E^E^]- Freier und gebundener 
Vektor stimmen also in Länge, Richtung und Richtungssinn 
überein. 

82. Äußere MidtipUkation dreier PuMe. — Was bedeutet 
[EiE^E^]? In der Ebene bedeutet dieses äußere Produkt ge- 
mäß Nr. 22 das Parallelogramm, welches durch die Punkte 
E^y E^y Eq bestimmt ist und den durch ihre Reihenfolge ge- 
gebenen Umfahrungssinn besitzt. Dabei haben die Parallelo- 
gramme, welche zu beliebigen drei Punkten ein und derselben 
Ebene gehören, parallele Lote, also gleiche Richtung, unter- 
scheiden sich demnach nicht durch ihre Richtung, sondern 
allein durch ihre Ghröße und ihren umfahrungssinn. Anders 
im Baume, Wird das äußere Produkt [E^E^Eq] auch hier 
als Parallelogramm gedeutet, so kommt demselben Vektor- 
charakter zu. Da seine Seiten gebundene Vektoren sind, will 
ich es einen gdnmdenen Bivektor nennen. Graßmann hat in 
seiner Ausdehnungslehre hierfür die Ausdrücke: Plangröße (1844) 
und Ebenengröße (1862). Herr Graßmann d. J. hat den 
Namen: Blatt, Herr Timerding den Namen: gebvmdene Plan- 
große in Vorschlag gebracht. 

Jahnke, Vorlesungen über die Vektorezurechnung. g 
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Offenbar haben die gebundenen Bivektoren [EiE2E^], 
[E^E^E^], [E^E^E^] gleiche Größe, gleiche Richtung, gleichen 
UmfiG^rungssinn und gleiche Yerschiebungsrichtung, stimmen 
also in allen charakteristischen Merkmalen überein, ich kann 
sie daher als gleich ansehen. Dagegen besitzen die gebundenen 
Bivektoren [E^E^E^], [E^E^E^], [E^E^E^] bei gleicher Größe 
und Richtung entgegengesetzten Umfahrungssinn, daher werde 
ich setzen müssen 

[E^E^E^] = [E^E^EJ == [E^E^E^] = — [E^E^E^] 

= — [E^E^E^] = — [E^E^E^]. 

Der Zusammenhang der gebundenen Bivektoren mit den 
freien Bivektoren wird durch die folgende Formel ausgedrückt 

[E^E^E^] «= [El E^ — El E^ — E^] = [E^ E^ — E^ E^ — E^], 

welche zeigt, daß der freie Bivektor [E2 — E^ E^—- E^ ge- 
wissermaßen durch Festheften im Punkt E^ zu einem ge- 
bundenen wird. 

83. Äußere Multiplikation von vier Pu/nkten, — Endlich, 
was bedeutet [E^E^E^E^]? In Weiterführung der vorstehenden 
Definitionen werde ich das äußere Produkt aus vier Punkten 
im Raum als den durch sie bestimmten Spat deuten. Ein 
Spat ist eine ungerichtete Größe, hat nur Inhalt und Um- 
fahrungssinn, ist also ein Skalar. Dabei definiere ich den 
Umfahrungssinn des Spats EiE2E^E^ wie folgt. Ich wiU an 
Stelle des Spats das zugehörige Tetraeder setzen, dann wird 

dieses dargestellt durch —[E^E^E^E^. Alsdann kann ich so 

sagen: Denke ich mein Auge in E^ befindlich und nach dem 
Dreieck E^E^E^ blickend, so bestimmt der Umfahrungssinn 
dieses Dreiecks denjenigen des Tetraeders und des Spats. 
Gleichen Umfahrungssinn, bei gleichbleibender Größe, haben 
daher alle die Spate, welche aus E^E^E^E^ durch zyklische 
Vertauschung von E^E^E^ hervorgehen. Entgegengesetzter 
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ümfahrungssiiiii kommt dem Spat zu^ wenn das Dreieck E^E^E^^ 
entgegengesetzten ümfahrüi^sinn erhält. Daher ist im Hin- 
blick auf die Torige Nummer 

[E^E^E^E^^ [E^E^E^E^-^ [E^EiE2E^ 
« [E^E^E^E^] = [E^E^^E^EJ^ =» [E^E^E^E^] 
= - [E^E^E^E^ == — [E^E^E^E^ = — [E^E^E^E^ 
= — [E^E^E^E^] = — [E^E^E^E^] =- -- [E^E^E^E^], 

und der Einfachheit halber werde der sechsfache Inhalt des 
Bezugstetraeders [E^E^E^E^ gleich der positiyen Einheit ge- 
setzt: [E^E^E^E^ = + 1. 

Die vorstehende Deutung des äußeren Produktes von yier 
Punkten fahrt dazu, das äußere Produkt [E^E^E^E^ auch 
als den sechsfachen Inhalt des Tetraeders mit den Gegenkanten 
[E^E^] und [E^E^ oder [E^E^] und [E^E^ oder [J5?sJ5?J 
und [jE^J^J oder auch als das sechsfache Tetraeder mit der 
Grundfläche [E^E^E,;] und der Kante E^-E{ (i=«l, 2, 3) 
oder der Grundfläche [E^ E^ J5J und der Kante Ei — Ei (i = 2, 3, 4) 
oder der Grundfläche [E^E^E^] und der Kante E^ — Ei (i = 3, 4, 1) 
oder endlich der Grundääche [E^E^E^I und der Kante Ei — E^ 
(i »4, 1, 2) aufzufassen: 

84. MidtiplikationstdbeUe. — Zusammenfassend kann ich 
die beim Rechnen mit äußeren Produkten aus zwei, drei 
und yier Punkten zu beobachtende Regel so aussprechen: 
Lasse ich in einem äußeren Produkt von Punkten einen 
derselben um h SteUen springen, so ist dss Produkt mit 
(— 1)* zu multiplizieren. Als eine Übung zu dieser Regel 
kann die nachfolgende Tabelle benutzt werden, welche das 
Resultat der äußeren Multiplikation eines jeden Gebildes der 
linken Vertikale mit jedem Gebilde der obersten Horizontalen 
angibt. Dabei ist zu bemerken, daß die leeren Felder der 
Tabelle die Kenntnis der regressiven Multiplikation voraus- 
setzen, also erst später ausgefüllt werden können: 

8* 
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85. Skalare erster tmd zweiter AH. — Die skalaren Großen, 
welche wir bisher kennen gelernt haben ^ lassen sich in zwei 
Klassen einteilen nach ihrem Verhalten gegenüber den Eo- 
ordinatentransformationen. Znr einen Klasse kann man die- 
jenigen Zahlen rechnen, welche die Eigenschaft haben, bei Ko- 
ordinatentransformation, die Inversion einbegriffen, völlig nn- 
geändert zu bleiben. Ein solcher Skalar ist das innere oder 
skalare Produkt [a | b] » a^ &^ + ^ &a + ^ ^s • ^^ anderes Verhalten 
zeigt das äußere Produkt von drei Vektoren [abe] oder das 
äußere Produkt von vier Punkten. Es bleibt wohl bei Ver- 
schiebung und Drehung des Koordinatensystems xmgeändert, 
wechselt aber das Vorzeichen, wenn ich von einem Bechts- 
system zu einem Linkssystem übergehe. Die Herren Klein 
und Timerding nennen die ersteren Skala/re erster .Art, die 
letzteren Skalare zweiter Art, Herr Abraham unterscheidet 
Skalare und Pseudoskalare. 



Zehntes Kapitel. 

Anwendung auf die analytische Geometrie. 

86. Die haryemtrischen Koordinaten des Punktes, — Als 
eine erste Anwendnng der soeben aufgestellten Regeln for die 
äußere Punktmultiplikation wähle ich die Frage nach der 
geometrischen Bedeutung, welche den Koeffizienten in der 
Punktdarstellung der Nr. 60 

zukommt. Die Antwort ergibt sich sofort, wenn ich die 
Gleichung der Reihe nach äußerlich mit 

[J^a-EjJ^J, [E^E^E^y [E^E^E^\ [E^E^E^ 

multipliziere. Im ersten FaU wird 

\FE^E^E^^^^{E^E^E^E^ + ^aC-^g-EgJEjiJJ + ^^[E^E^E^E^ 

+ ^4['®4^2-^8-^4]- 

Hier verschwinden diejenigen äußeren Produkte, wo zwei gleiche 
Faktoren auftreten, und es bleibt wegen [E^E^E^E^ = + 1: 

[PJBg-Ej^J = %. 

Ebenso liefern die anderen Multiplikatoren 

[PE^E^^E^ = ^^[E^E^E^E^y 
[PE^E^E^ = ^^{E^E^E^E^y 

. ^ [-P J5?l E% -Eil = ^4 [•^4-^1 ^2 -^s] • 

Nun ist 
-\E2E^E^E^^\E^E^E^E^^—\E^E^E^E^^[E^E^E^E^=^+\. 

Demnach nimmt die Darstellung des Punktes P die Gestalt an 

P = 

iPE^E^E,'\E^^\PE,E,E,^E,+\_PE,E^E,-\E,-iPE^E,E,^E,y 

d. h. die Koeffizienten, welche bei der Darstellung eines Punktes 
im Raum durch die Ecken des Bezugstetraeders auftreten. 
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sind den Inhalten der Teiltetraeder proportional/ welche den 
Punkt als Spitze und die Seitenflächen des Bezugstetraeders 
als Grundfläche haben. Dabei yerlangt die Punktdarstellung; 

daß 1 = Äi + jt^ + ^s + ^4 0^®^ 
1 = [PE,E,E,-\ - [PE,E^E,-\ + [PE,E,E,-\ - [PE,E,E,l 

Erteilt man demnach den Punkten E^^E^yE^y E^ Massen^ 
welche den Inhalten der Teiltetraeder [PEg ^8 ^J,~ \FE^E^E;\, 
[PE^E^E^y — [FE^E^E^ proportional sind, so wird P zum 
Schwerpunkt des Tetraeders E-^E^E^E^, Man nennt deshalb 
die Koeffizienten 7t die baryzentrischen oder Tetraeder -Koor- 
dinaten des Punktes P 

In dem besonderen Fall, daß die Teiltetraeder gleichen 
Inhalt besitzen, daß also 

[PE,E,E^ = - [PE,E,E,] = [PE,E,E,-\ = - [PE^E^E,], 

wird 

4:P=^E, + E, + E, + E^. 

Hiermit ist zugleich die Darstellung für den Schwerpunkt 
des homogenen Yolltetraeders geleistet, in Er^uizung der Be- 
trachtungen des siebenten Kapitels. 

87. Die haryzentrischen Koordinaten der geraden Linie. — 
Gegeben zwei beliebige Punkte P^, Pa, welche sich nach 
Nr. 60 durch die Ecken des Bezugstetraeders E^E^E^E^ wie 
folgt darstellen: 

i 

P2 == ^21^1 + ^22-^2 + ^28-^3 + ^24-^4 ? ^ii = !• 

t 

Alsdann bilde ich ihr äußeres Produkt und erhalte 

^ ==i>28^23 + 1^31^31 + Ä2^2 + ^14 ^14 + i>24^24 + i>34^34; 

wobei gesetzt ist 

Ä = [^-^2]^ ^»•*= l^iEkjy Pik= Jrifjrgi— ÄiAr^rs,-, (*,* = 1,2,3,4) 

d.h. der gebundene Vektor [P1P2] läßt sich durch die sechs 
Kanten des Vektortetraeders E^E^E^E^^ linear ausdrücken. 
Dabei sind die Koeffizienten pik nichts anderes als die sechs 
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Unterdeterminanten zweiter Ordnung^ welche sich aus den 
Elementen der Matrix 

^11^12^13^14 
^21 ^22 ^28 ^24 

bilden lassen^ also nichts anderes als die sechs homogenen 
Koordinaten der geraden Linie. Es verdient hervorgehoben 
zu werden^ daß diese Koordinaten nicht unabhängig von- 
einander sind; sondern daß zwischen ihnen die bilineare 
Identität 

PisPu + PbiPi^ + PiiPsi = 
besteht. 

Will ich die geometrische Bedeutung der Koeffizienten 

Pijt erkennen^ so habe ich nur nötige die obige Darstellung 

der Geraden [PiP^l äußerlich mit tik zu multiplizieren^ dann 

ergibt sich sofort 

3, 1, 2, 4) 

oder wegen [e.*e,„.] = [E^E^E^E^ = + 1: 

d. h. die baryzentrischen Koordinaten der geraden Linie im 
Baum sind den Inhalten der Tetraeder proportional^ welche 
die gerade Linie^ als gebundener Vektor aufgefaßt^ mit den 
Kanten des Bezugstetraeders einschließt. 

Demnach nimmt die vektorielle Darstellung der geraden 
Linie die Form an 

a = [P,P,E,E,-] t,, + [PtP,E,E,1 e,, + IP,P,E,E,1 1,, 

+ [P, P^,E,-\ e,, + [Pi P,E,E^ t,, + [P, P,E,E,] t„. 

88. Die Plückerschen Koordinaten der geraden Linie. — 
In der vorstehenden Nummer bin ich ausgegangen von der 
Darstellung des Punktes durch die Ecken eines Tetraeders 
und bin zu den Tetraederkoordinaten der geraden Linie ge- 
kommen. Ich will jetzt die andere Punktdarstellung verwenden, 
welche ich in Nr. 63 angegeben habe, wo als „Richtstücke^^ des 
Punktes ein beliebiger Punkt und drei freie Vektoren ge- 
wählt sind. Ich setze also an 
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Pi = JE + «1161 +a^2^ + «13 63, 

P2 = JB+ a^^e^ + «8,68 + 02368, 
woraus 

-P2 --Pi^ («21 - «11) 6^+ (ogg- a^,) 62+ (0^3- «13)63, 

und bilde das äußere Produkt 

tt = (oji - Oii) [i?6i] + K - «lg) [i;6 J + K - «13) [^^63] 

+ (Pi2<hz - %8«22) [6263] + (»IS 0^1 - «1108») [6361] 
+ («110^22 -«^12«Äl) [öl Ö2L 

d. h. der gebundene Vektor a läßt sich durch drei gegebene 
Vektoren, die von einem beliebigen Punkt ausgehen, und 
durch drei freie Bivektoren darstellen. Dabei sind a^^ — o^^, 
(hi^^if ^s^'^is ^^ Koordinaten der von E ausgehenden, 
mit P1P2 gleichen und gleichgerichteten Strecke EP, femer 

«12^8 "■ ^18^^ ^180^21 — ^i«28> ^1^2 "" ^12^1 ^^ Koordluateu 
des Parallelogramms EP^P^P oder der doppelten Dreiecks- 
fläche EP^P^ ihrem Umfahrungssinn und ihrer Stellung im 
Baume nach. 

Zwischen diesen Koordinaten besteht noch die Identität 

(«21 — «ll) («12 «28 — «18 «22) + («22 — «12) («18 «21 — «11«28) 

+ («28 "" «w) («11 «22 — «12 «21) == 0. 

Hier läßt sich die linke Seite auffassen als das äußere Pro- 
dukt von 

(«21 ~ «11) [^©l] + («22 - «12) [-^©2] + («28 - «18) [^©8] - P 

mit 

(«12 «28 — «13 «22) [©2^8] + («18 «21 — «11 «28) [©8^1] 

+ («11 «22 - «12«2l) [Öl«2] = I q. 

d. h. als den Inhalt eines Prismas, dessen Grundfläche die 

Koordinaten 012083 — ^130^2^ «i8«2i~" «ii«28> «ii«22""«i2«2i ^^^ 
dessen Seitenkanten die Koordinaten o^i — a^^, (hi^^nf «28 ^ «is 
besitzen. Demnach sagt obige Identität nichts anderes aus, als 
daß die ^trecke ff der Fläche | q parallel gerichtet ist. 

Diese Koordinaten sind unter dem Namen „Plückersche 
Koordinaten der geraden Linie ^^ bekannt, doch verdient hervor- 
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gehoben zn werden^ daß bereits Graßmann in der ersten Auf- 
lage der Ansdehnnngslehre anf die zu ihnen führenden ^^Richir 
stücke'^ hingewiesen hat. 

89. Die haryzentrischen Koordinaten der Ebene. — Ich 
nehme jetzt einen weiteren Pnnkt 

-P3 = *S1-^1 + ^82^ + ^88-^8 + ^84-^4? ?^Zi ^ ^ 

hinzn und bilde das äußere Produkt der Punkte P^, P^, Pg, 
so wird 

[PiP,P3] = [p23C28+---+l>u^4+--- n^^E^ + '''+n^E^\ 
oder 

[P1P2P3] = %^ [E^E^E^ — Äj \E^E^E^ 

+ ^3 [^4-^1-^2] "^ ^4[^1^2^8]> 



wo 



%i = 



7C\k Till Tltm 
Ttik ^21 ^im 
^Zk ^Sl ^Sfi» 



{i, k, l, m = l, 2, 3, 4; 
2, 3, 4,1; 3, 4, 1,2; 4, 1,2,3) 



gesetzt ist. Hieraus ist ersichtlich^ daß sich der gebundene 
Bivektor [P;iP2P8] linear durch die vier Seiten des Vektor- 
tetraeders ausdrücken läßt. Die Koeffizienten 7Ci sind die 
Unterdeterminanten dritter Ordnung^ welche aus der Matrix 



^11 


^12 


^18 


^14 


^21 


^22 


^28 


=^24 


^81 


^82 


^88 


^84 



gebildet werden können^ sie stellen bekanntlich die hary- 
zentrischen Koordinaten der Ebene [P^P^Pg] dar. 

Die geometrische Bedeutung der ni erhellt sofort, wenn 
ich die Formel ftir [P^P^P^ mit Ei äußerlich multipliziere; 
es ist nämlich 

[EiP^F^F^ = 7Ci \E^E^E^E^ 
oder wegen [Ey^E^E^E^ = + 1: 
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d. h. die baryzentrisclien Koordinaten der Ebene (als gebundener 
Bivektor aufgefaßt) sind den Inhalten der Tetraeder proportional^ 
welche die Ebene mit den Ecken des Einheitstetraeders ein- 
schließt. 

90. Die Plück er sehen Koordinaten der Ebene. — Ich gehe 
ans von der Plückerschen Darstellung der geraden Linie in 
Nr. 88 und multipliziere dieselbe äußerlich mit 

P3 = JP + agiOi + o^j Og + a33e3. 
Dann ergibt sich nach einer einfachen Rechnung 
[A A A] -- (^1 + ^n + «81) [^©,63] + («1, + «22 + «sa) [Ee^e,] 

+ i^u + «23 + «ss) [J^^i^s] + I ö^.* I [«i^s^sl^ 
wobei 1 üik I (i, Ä = 1, 2, 3) die Determinante der neun Koeffi- 
zienten üik, und Oik die zugehörigen Unterdeterminanten be- 
zeichnen. Als yyBichtstücke^^ treten hierbei drei gebundene 
Bivektoren und ein als Ausdehnungsgröße aufgefaßter Körper- 
raum auf. 

91. Darstellung des Tetraedervölumens. VeJctoridle Bedingung 
für die IcomplaMare Lage von vier Punkten. — Für das Tetraeder- 
Yolumen ergeben sich zunächst zwei verschiedene Darstellungen, 
je nachdem ich die ha/ryzenirische oder die ka/rtesische Dar- 
stellung eines Punktes zugrunde lege. 

Nehme ich im Anschluß an Nr. 89 den vierten Punkt P4 
in der Form 

und bilde das äußere Produkt [P^P^P^PJ^j indem ich den 
Ausdruck für [P1P2P3] äußerlich mit P4 multipliziere, so er- 
halte ich eine Summe von vier Determinanten, die sich zu 
einer einzigen Determinante zusammenziehen lassen, nämlich 

[P1P2P3PJ = \na\ (t\ Ä = l, 2, 3, 4), 

wobei [E^E^E^E^ = 1 gesetzt ist; das ist aber das wohl- 
bekannte Resultat der analytischen Geomelirie des Raumes, wo- 
nach die Determinante I Tta 1 das sechsfache Volumen des durch 
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die vier Punkte P^, Pg, Pj, P4 bestimmten Tetraeders dar- 
stellt 

Nehme ich dagegen im Anschluß an Nr. 90 den Punkt 
P4 in der Form 

P4 = JE + «41 Ol + «4362 + «4563, 
so fo^ 

wo [^616263] « 1 und 

^ = 0^41(011+ «21+ «si) + »48(«12+ «^22+ «82) + <^43(^iH+ «23+ «Ss)- 

Eine weitere Darstellung des Tetraedervolumens ergibt 
sich, wenn ich bedenke, daß ich das äußere Produkt der vier 
Punkte P^, P2, P^, P^^ auch als äußeres Produkt der beiden ge- 
bundenen Vektoren [PiPg], [PsPJ^ die ja dasselbe Tetraeder 
bestimmen, auffassen kann. 

Wie in Nr. 87 gefunden, ist 

[■Pl-P»] =Ä» [^»^»] + • • • + l>u[^1^4] + • • • 

Entsprechend sei 

\.P,P*\ == «2« {E^K^ + • • • + 3u [^i^J + • • •' 
dann wird, mit Bücksicht auf die Gesetze der äußerenMultiplikation: 

[Pl Pg P3P4] = jP28gi4 + JP8iä24 + JPl2284 + JPu228 + AiSsi + Pu^Uf 

und das ist die Darstellung des sechsfachen Tetraedervolumens 
vermittelst der Linienkoordinaten zweier Gegenkanten. 

Noch einen vierten Ausdruck will ich fär [P1P2P8P4] 
mitteilen, der die Analogie des äußeren Produktes von vier 
Punkten im Baum mit demjenigen von drei Punkten in der 
Ebene vervollständigt. Wie aus der elementaren Geometrie be- 
kannt, läßt sich das Volumen eines Tetraeders, welches durch zwei 

Gegenkanten a, h gegeben ist, darstellen durch — dbh sin(a, &), 

wenn h den kürzesten Abstand der beiden Kanten bedeutet. 
Daher ergibt sich das äußere Produkt 

[P1P2P3PJ = (hz(^xA süi(028^ «14) 

= a^^a^Ji^ sin(tt3i, 1I24) 
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wenn die Kanten des Yektortetraeders P^P^P^P^ mit a^; deren 
numerische Längen mit aa bezeichnet werden. 

Frage ich jetzt nach der Bedingung^ nnter welcher vier 
Punkte des Baumes in einer Ebene liegen^ so lehren die 
obigen Darl^ungen^ daß sich die yerschiedenen Antworten^ 
welche die analytische Geometrie! auf diese Frage erteilt^ 
zusammenfassen lassen in die eine: 

Die notwendige und hinreichende Bedingung fü/r die kom- 
pkmare Lage von vier Pumkten des Baumes verlangt, daß ihr 
äußeres Produkt verschwinde. 

92. BdaÜon zwischen den Geraden des Baumes. — In 
Nr, 87 ist gezeigt worden^ daß sich die gerade Linie a durch 
sechs gerade Linien e^ {i, 'k^lj2j 3; 4) linear darstellen läßt^ 
von denen je drei sich in einem Punkt schneiden und je drei in 
einer Ebene liegen, oder — was auf dasselbe hinauskommt — , 
welche die Kanten eines Yektortetraeders bilden.^) Nehme ich 
jetzt fünf weitere beliebige Geraden a^ im Baume hinzu, so 
erlauben diese eine entsprechende Darstellung. Lisgesamt habe 
ich dann sechs Gleichungen^ aus denen sich die tu^ rückwärts 
durch die beliegen sechs Geraden a^ {i =1, 2, , . . 6) linear aus- 
drücken lassen. Ich kann daher sagen, daß jede Gerade im 
Baum (aufgefaßt als gebundener Vektor) durch sechs "beliebige 
Geraden linear darstellbar ist. Dabei bleibt die bekannte bi- 
lineare Beziehung zwischen den Koefßzienten bestehen. 

Nebenbei bemerkt, fließt hieraus der folgende Deter- 
minantensatz: Sind die Elemente aik jeder Vertikal- oder jeder 
Horizontalreihe einer Determinante sechster Ordnung durch 
bilineare Beziehungen der Form «nfl^a + ö^»jö<6 + «»«fl^ie = 
(i » 1, 2, ... 6) verbunden, so bestehen auch zwischen den 
zugehörigen Unterdeterminanten aik entsprechende Belationen 
der Form an a,-4 + a,-» a,-6 + an ci{,-6 =• (i = 1, 2, . . . 6). 

Scheinbar im Widerspruch mit der obigen Überlegung 
steht die folgende Bemerkung, welche an den in Nr. 87 gegebenen 



1) Ich bemerke ausdrücklich, daß hier nnd anch später nnter ge- 
rader Linie der gebundene Vektor zu verstehen ist, d.h. die Gerade von 
bestimmter Länge, Richtung, Sinn und Yerschiebungsrichtung. 
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Ansdruck für [PiP^] anknüpft. Derselbe eniMlt an erster Stelle 
die Summe der drei Geraden Pi^i^iE^'], p^i[E^Ej], |>i2[^i-^2l 
welche in einer Ebene liegen und di^er gemäß Nr. 20 durch 
eine einzige Gerade ersetzt werden können^ an zweiter Stelle 
die Summe der drei Geraden PulE^E^, Pi^lE^E^, PzaIE^E^, 
welche von einem Punkt ausgehen und gemäß Nr. 81 eben- 
falls zu einer Geraden zusammengesetzt werden können. Dem- 
nach läßt sich \_PQ] bereits durch 0wei Geraden linear aus- 
drücken. Der scheinbare Widerspruch dieser Aussage gegen den 
obigen Satz löst sich wie folgt. Die bilineare Bedingung 

PisPu + JP31Ä4 + PnPu = 
sagt im Hinblick auf die vorstehende Nummer auS; daß sich 
die beiden Geraden 

P^IE^E,] +p,,[E,E^-] +PiAE,E,l 

schneiden, es sind also keine hdiebigen Geraden^ welche in der 
fraglichen Darstellung auftreten. 

93. Hyperboloide Lage von vier Gerädert,. — Ich habe so- 
eben gezeigt; daß im allgemeinea erst zwischen sieher^ be- 
liebigen Geraden im Baum Ton gegebener Länge, Richtung, 
Sinn und Yerschiebungsrichtung eine lineare Relation besteht. 
Ich werfe nunmehr die Frage auf: Wann existiert bereits 
zwischen vier windschiefen Geraden eine lineare Beziehung? 

Seien %, ^^ tts, Vi^ vier solche Geraden, für welche gilt 

A, tti -f Ajtta + Agtts + K^4. = 0. 

Ist dann f eine weitere beliebige Gerade, so folgt durch 
äußere Multiplikation 

K^^+ h^^+ h^^z+ ^^4= 0. 

Ich setze jetzt voraus, daß ^ die Geraden a^, o^, o^ schneide, 
daß also 

ftlflilftTin verschwindet offenbar auch [^aj, d.h. || trifft 
auch die vierte Gerade a4. Demnach schneidet jede Gerade, 
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welche drei der gegebenen Geraden trifft;^ auch die vierte, 
das heißt aber nichts anderes, als daß die vier gegebenen Ge- 
raden zu demselben System von Erzeugenden eines einschaligen 
Hyperboloids gehören. Das andere System von Erzeugenden 
wird durch die Geraden ff gebildet. Dieses lehrt die vektorielle 
lineare Beziehung zwischen vier Geraden. 

94. Umformung der JBedingtmg für die hyperboloide Lage 
von vier Geraden, — Die genannte vektorielle Beziehung kann 
noch anders gefaßt werden. Nämlich, schreibe ich sie wie folgt 

und multipliziere sie äußerlich mit sich selber, so folgt 

wobei zu berücksichtigen ist, daß ajUx^ + HiOg ist, weil 
doch a^, ttg Gebilde zweiter Stufe darstellen; und entsprechend 

Durch algebraische Multiplikation je zweier dieser Formeln wird 
erhalten 

^i'Cöstti] [ttiOg] = V[ö2äJ [ttaaj, 

^s' [^^ 1^3] [1^3 «JJ = V [öl Ö4] [^ ^aI 
Anderseits folgt aus der Gleichung 

durch äußere Multiplikation mit sich selber: 

Werden hier aus den vorstehenden Gleichungen die Aus* 
drücke für die X^, A,, X^ eingeführt, so ergibt sich nach einigen 
einfachen Reduktionen die folgende Form der Bedingung für 
die hyperboloide Lage von vier Geraden: 

vTmJ[«ü«ö + y[MJ[M^ + v^mJE^ == 0. 
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95. Bas Graßmannsche BoppdverhaUnis von vier Geradmj 
die von emer einzigen Gnaden get/roifen werden. — Ich be- 
trachte vier Geraden o^; o^, Og^ Vi^y die i. a, yon den beiden 
Geraden g und ]| geschnitten werden. Die zugehörigen Schnitt^ 
punkte seien A^, Ä^j A^, A^ und B^y B^, B^, B^. Dann darf 
ich setzen 

tt,.= (>».[^,.J5J (* = 1,2, 3,4), 

woraus 

^A^s^ QiQdA^4. A^s]^- QsQdAA J^^JBsl- 

Demnach nimmt das von Graßmann eingeführte Doppel- 
verhaltnis der vier Geraden (vgl. Nr. 51) die Form an: 

<»2<»» * »4<>8 l-^A B,B,] • [A,A^ B^B.y 
Nun ist der Inhalt des sechsfachen Tetraeders 

[AiAjt BiBkl^^aikhikpaind, 

wenn a,*, bn die Längen der beiden Gegenkanten AiAjt, BiBi, 
jp deren kürzesten Abstand und d deren Neigungswinkel bedeuten. 
Folglich hat man für das Graßmannsche Doppelverhältnis 
den Wert , 

Anderseits ist der Inhalt desselben sechsfachen Tetraeders 

öitt*== didkhk sin a,jfc, 

wenn a,-^ a^ die Längen der beiden Gegenkanten AiBt, Aj^B^y 
hije deren kürzesten Abstand und a^ == cci— aje deren Neigungs- 
winkel bedeuten. Alsdann ergibt sich die Relation 

Ä,8 8ina„ • Äs^sinoj^ 0,36,3 * 0^463^ 

Ich will jetzt diese Formeln spezialisieren für den Fall; 
daß die beiden Geraden g und ]| zusammenfallen, die vier 
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Geraden fii; Hs? 1I3; 04 also von einer fünften nnter rechtem 
Winkel geschnitten werden. Es entsteht dann 



o^o. 






d. h. das Graßmannsche Doppelyerhaltnis von vier Geraden^ 
die von einer fünften normal geschnitten werden, ist gleich 
dem Quadrat eines gewohnlichen DoppelverhSltnisses Yon yier 
Punkten. Und die zweite Relation nimmt die bemerkenswerte 
Form an: sing,, . sin a,, ^ o,, , a,. 



sin «,8 ' sin a^j Ojj * a, 



'48 



Dieser Relation kommt noch eine Bedeutung für die 
Mechanik zu. Auf sie stößt man, wenn man nach den Gleich- 
gewichtsbedingungen für vier Kräfte sucht, die senkrecht zu 
einer starren Geraden wirken. Versteht man nämlich unter 
üi vier Kräfte, unter an die Winkel, welche ihre Richtungen 
miteinander büden, und unter aa(h * ^ 1; 2; 3. 4) die Abstände, 
welche die vier Angriffspunkte auf der starren Geraden von- 
einander haben, so sagt die obige Relation folgendes aus: 
Wenn sich vier Kräfte, die senkrecht zu einer starren Ge- 
raden wirken, das Gleichgewicht halten, so haben die Winkel 
zwischen den Kraftrichtungen dasselbe Doppelyerhaltnis wie 
die Abstände zwischen den Angriffspunkten der entsprechenden 
Kräfte (vgl. die Notiz von H. Schubert im Archiv d, Math. u. 
Ph. (3) 2, 279). 

96. Beziehtmgen zunschen dm Ebenen des Eaimtes. — Wie 
ich in Nr. 89 gezeigt, läßt sich jede Ebene von bestimmter 
Größe, Richtung, Umfahrungssinn und Yerschiebungsrichtung 

durch die Seitenebenen [JEjJEs^J; [J^s-^i-^il L^dJ^i^sl L^iJ^?«^«] 
des Vektortetraeders, d. h. durch vier beliebige Ebenen linear 

darstellen. Man besitzt hiemach für Punkt und Ebene duale 

Darstellungen, welche ineinander übergehen, wenn überall 

Punkt und Ebene gegeneinander vertauscht werdeiL 

Im allgemeinen existiert also erst zwischen fimf beliebigen 

Ebenen eine lineare Relation. Wie ist es, wenn bereits vier 

Ebenen linear miteinander verknüpft sind? 

Jahnke, Vorlesungen über die Vektorenreohnnng. 9 
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Seien fftiy fft^, n^^ n^ yier beliebige Ebenen , bo boU sein 

Non heiße P der gemeinsame Schnittpankt der Ebenen 

^ij ^19 ^8; ^' ^* ®^ ^^^ 

[PäJ-O, [Pä,]-0, [P«,]-0, 

alsdann muß auch 

[Pä,] - 

sein^ d. h. die yier Ebenen schneiden sich sämtlich in einem 
Punkt. 

Besteht aber bereits zwischen drei Ebenen eine Uneare 
Relation, etwa 

?l^l + ?2^2 ■!■ ^8^8 "^ ^f 

BO muß jeder Ponkt, der den Ebenen üt^y n^ gemeinsam ist, 
auch der Ebene n^ angehören , die drei Ebenen mttssen sich 
alsdann in einer einzigen Geraden schneiden. 

97. Übungen. 1) Homogene Relationen zwischen Tetraedern, 
die sich am acht Ptmkten des Baumes zusammensetzen lassen. 
— Ich gehe an erster Stelle aas von der Panktdarstellong, 
wobei ich die Annahme [E^E^E^E^^ + 1 fallen lasse: 

[E,E,E,E,^ P, - [P,E, E,E,] E, - [P,E,E,E,] E, 

+ [P,E,E,E,]E,--[P,E,E,E,]E, 
und multipliziere dieselbe äußerlich mit [P^P^P^], so wird 

[E,E,E,E,\[P,P,P,P,]^[P,E,E,E,][E,P,P,P,] 

-^ \P,E,E,E,][E,P,P,P,] + [P,E,E,E,-][E,P,P,P,] 

— [P^EiE^E^]lE^P^Pj^P^]. 

Aus dieser Relation zwischen zehn, aus acht Punkten gebildeten 
Tetraedern, fließen neue, einmal durch die Überlegung, daß die 
linke Seite und folglich auch der Wert der rechten sich nicht 
ändert, wenn ich die Ei durch die Pi ersetze, anderseits durch 
die Überlegung, daß die linke Seite und daher auch der Wert 
der rechten Seite bis auf das Vorzeichen umgeändert bleibt, 
wenn ich die P^, P^, Pg, P4 zyklisch permutiere. 
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Lasse ich noch P^ mit P^ etwa zusammenfallen; so komme 
ich zu Belationen zwischen acht Tetraedern aus sieben 
Punkten. 

An zweiter Stelle gehe ich von der Liniendarstellung aus: 

[E,E,E,E^[P,P,-\ = [:P^P,E,E,■\ [E,E,] + [P,P,E,E^ [E,E,] 

+ [P,P,E,E^[E,E,-] + iP,P,E,E,-]lE,E,] 
+ [P^P,E,E,-\ [E,E^ + [P,P,E,E,] [E,E,l 

welche ich äußerlich mit [PsPJ multipliziere, so wird: 

[E,E,E,E^ [Pi APsPJ = [PiP,E,E^] [E,E,P,P,] 
+ [P,P,E,E^[E,E,P,P,] + [P,P,E,E^[E,E,P,P,] 
+ [P,P,E,E,][E,E,P,P,-\ + [P,P,E,E,-] [E,E,P,P^ 
+ [P,P,E,E,1lE,E^P,P,l 

und das ist eine Relation zwischen yierzelm Tetraedern ans 
acht Punkten im Banme, woraus durch die obigen Über- 
legungen neue hervorgehen. Lasse ich femer P^ mit P^ und 
gleichzeitig P, mit P, zusammenfielen, so ei^bt sich 

[P, P, E, E,] [E, E, P, P,] + [Pi P, E, E,-] [E, E, P, P,] 

+ [P,P,E,E,][E,E,P,P,-] = 0, 

eine Relation zwischen sechs Tetraedern aus sechs Punkten. 

2) Sat0 über die lineare Kongruenz. — Eine lineare 
Relation zwischen fünf Stäben bestimmt eine lineare Kon- 
gruenz. Durch drei derselben, als Erzeugende der ersten Schar, 
ist ein einschaliges Hyperboloid bestimmt. Alsdann bilden die 
beiden restierenden Stäbe mit jeder Erzeugenden der zweiten 
Schar zwei Tetraeder, deren Volumenverhaltnis konstant ist. 

3) VeraUgemeinenmg der Bdation zwischen vier hyperböloid 
gelegenen Geraden. — Gehören e^, Og, ttg, tt4 zu demselben 
System von Erzeugenden eines einschaligen Hyperboloids, so 
findet zwischen den Tetraedern, die eine beliebige fünfte Gerade 
ff zur gemeinsamen Kante und Hi; 1I2; i^s? 1^4 ^^ Gegenkanten 
besitzen, stets die lineare Relation statt: 

9* 
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+ l^P] y[ttxa2][aittj[a,ttj + [a^^i] T/[a2 Os] [Oj Oj] [a^ ä,] = 0, 

die sich für den speziellen Fall; daß p mit 04 etwa zusammen- 
fallt; in die einfachere Relation der Nr. 94 zusammenzieht 

4) Sat0 von Mobius über die Verwandlung der Summe 
dreier Tetraeder, welche eine gemeinsame Kante PQ Twben und 
deren Gegenkanten von einer gemeinsamen Ecke B ausgehen, in 
ein einziges Tetraeder. — Gegeben drei Punkte E^, E^, E^, 
dami stellt sich deren Schwerpunkt dar als 

^8^E, + E, + E,, 

Diese Formel werde äußerlich mit [PQR] multipliziert; so 
folgt; wenn 3(/S — B) =^ T — 2J gesetzt wird, 

3[8PQR]=^S\_8-B PQE]^[T-B PQB^^ITPQB], 

daher 

[E,PQB] + [E.PQB] + [E,PQB] « [TPQB], 

wo T=^ ^S — 2B in ein&cher Weise zu konstruieren ist. 

5) 8at0 OMS der Tetraedergeometrie. — In den Seitenflächen 
des Tetraeders Ä^A^A^Ä^ seien vier Punkte gegeben; und zwar 

(«8 +«4+ <h)^»'^^A+ cc^^Ä^+a^A^, 
(«4 + ^1 + ^)S^ = «4-^4 + 0^1 4t + «s^r; 

(«1+02+ cc^)B^^aiA^+ a^A^+ c^A^, 

wo ai beliebige Gewichte bedeuten. Es ist zu beweisen; daß 
die Eckenlinien A^B^, -^s^s; -^^s; -^4-^4 hyperboloid liegen. 

6) Die Plückerschen Koordinaten des kürzesten Abstandes 
zweier windschiefer Geraden zu bestimmen. 
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AnwenduDg auf die Statik und die Kinematik 

des starren Körpers. 

98. Bas vektondU Abbüd der Kraft. — Wie in der Ebene 
läßt sich auch im Banm der gebundene Vektor als eine Eraft 
deuten^ deren Intensität durch die Länge des Vektors und 
deren Richtung und Sinn durch die Richtung und den Sinn 
des Vektors angegeben werden. Diese Deutung findet ihre 
nähere Begründung in der Tatsache, daß das Rechnen mit 
gebundenen Vektoren zu den bekannten Sätzen der Statik führi 
Dies soll an einigen Beispielen dargelegt werden. 

99. Ber Satss vom Krafteck. — Seien drei Kräfte gegeben, 
die an einem und demselben Massenpunkt P angreifen, so 
kann ich sie mir ersetzt denken durch drei gebundene Vektoren 
[PF^y [-P AI; [-P^8]> ^ören Längen ein Maß der Kräfte geben 
und deren Richtungen mit den Kraftrichtungen übereinstimmen. 
Nun lassen sich gemäß Nr. 81 diese Vektoren wieder zu einem 
Vektor zusammensetzen, denn es ist 

wenn 8 den Schwerpunkt y(Pi+ P2+ Ps) des Dreiecks P^P^P^ 
bezeichnet, d.h. die Summe dreier denselben Massenpunkt angrei- 
fender Kräfte läßt sich durch eine Resultante ersetzen, welche 
in demselben Punkt angreift, von dem Schwerpunkt der Gegen- 
fläche des von den Kräften gebildeten Tetraeders nach ihm 
hin gerichtet ist, und deren Litensität durch die dreifache 
Länge dieser Eckenlinie gemessen wird. 

Sind n Kräfte gegeben, so erfolgt deren Zusammensetzung 
jiach der Formel 
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Schwerpunkt aller Punkte P,- {i = 1, 2, . . . w) ist, und das ist 
ein Fundamentalsatz der Statik. 

100. Gleichgewicht zwischen sieben Kräften im Baum. — 
Ein anderer wohlbekannter Satz der Statik ergibt sich aus der 
Gleichung: 

^ '^P2fi^29 +1^81^31 +JPl2^12 + PiJu +^4^24 +JP34^84 

in Nr, 87. Linker Hand steht eine Kraft und rechter Hand 
sechs Kräfte^ deren Intensitäten und Richtungen durch die 
Kanten eines Tetraeders bestimmt sind^ d. h. jede Kraft läßt 
sich nach den sechs Kanten eines, von vornherein gegebenen 
Tetraeders zerlegen. 

Nun lassen sich je drei Vektoren der rechten Seite, etwa 

i>23 ^23 + JP3I ^31 + i>12 ^2 » Pu ^14 + i>24 ^24 + Psi ^84 > 

wieder zu je einem gebundenen Vektor zusammensetzen, von 
denen ich gezeigt habe (Nr. 92), daß sie sich schneiden. Für 
die Statik liefert diese Umformung nichts anderes als das 
Parallelogramm der Kräfte. Denn nenne ich diese gebundenen 
Vektoren ei, 62, so wird 

woraus auch für die zugehörigen freien Vektoren 

a = ©1 + ©2 

folgt, d. h. die Kräfte a, e^, t2 gehören, da sie denselben Punkt 
angreifen, derselben Ebene an. 

Weiter läßt sich nach Nr. 92 jeder gebundene Vektor nach 
sechs beliebigen Richtungen zerlegen, dies gibt die allgemeinste 
Zerlegung einer Kraft in sechs Kräfte. Oder, wie ich auch 
sagen kann: deute ich die Vektorbetrachtungen der Nr. 92 für 
die Statik, so erhalte ich den Satz, daß im allgemeinen erst 
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zwischen sieben beliebigen Kräften im Ranme Gleichgewicht 
hergestellt werden kann. 

101. Gleichgewicht zwischen vier Kräften im Baum, — Sollen 
vier Kräfte einander das Gleichgewicht halten^ so heißt dies 
nichts anderes^ als daß die Snmme der Kräfte^ aufgefaßt als 
Vektoren, verschwinden muß. Bei dieser Formulierung der 
Frage ist die Antwort aus Nr. 93 unmittelbar abzulesen, sie 
lautet bekanntlich, es müssen die Kräfte zu demselben System 
Yon Erzeugenden eines einschaligen Hyperboloids gehören. 

102. Das vektoridle Abbild des Eräftq^aars, — Poinsot 
definiert das Kräftepaar als die Summe zweier Kräfte, die an 
yerschiedenen Punkten des starren 

Körpers angreifen, gleiche Intensi- 
tät und Richtung, aber entgegen- 
gesetzten Bichtungssinn haben. Stelle 
ich die Kräfte (Fig. 29) durch [AB\ 
[CD] dar, so repräsentiert die Summe 
[J.JB] -f- [CD] ein Kräftepaar, wenn 
ich noch die Bestimmung treffe, daß 

D - C {B - Ay Die Summe 

läßt sich in einfacher Weise umformen 
wie folgt: 

\AB] + \CB]^IA B-A\ + IG B-C] 

= [A D-^]~[C B-A]==^[A-C B^Al 

d.h. das Kräft&paar stdlt sich, unter der Voraussetzung, daß ich 
die Kraft als gebundenen Vektor auffasse, als freier Bivektor 
dar, Nun kann jeder Bivektor als Ergänzimg eines einfachen 
Vektors betrachtet werden, der auf der Ebene des Bivektors 
senkrecht steht nach der Richtung hin, daß Bivektor und 
Vektor ein Rechtssystem bilden; die Länge des Vektors ist gleich 
dem numerischen Wert des Bivektors. Dieser Vektor gibt die 
Achse, die Ebene des Bivektors die Momentenebene und der 
numerische Wert des Bivektors die Intensität des Kräfbepaars 
an. In der Mechanik ist es üblich geworden, das Kjnlfbepaar 
nicht als die Er^mzung eines freien Vektors, also als |a zu 
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denten^ sondern einfach als diesen Yektor a selber^ den 
MomentenvektoTy der dnrch seine Richtung die Achsenrichtung 
und dnrch seine Länge das Moment des Eräftepaars angibt. 

lOS. Das veJäorieUe Äbbüd von Drehung und Schiebung. — 
Außer den statischen Vektoren führe ich auch im Raum 
kinematische Vektoren ein. Nämlich^ ich kann den ge- 
bundenen Vektor als eine Drehung im Zeitelement deuten^ so 
daß seine Richtung die Drehrichtung bestimmt und seine Länge 
ein Maß für die Winkelgeschwindigkeit im Zeitelement abgibi 
und welches ist dann das yektorielle Abbild des Drehpaars? 
unter Drehpaar versteht man 'die Summe zweier gleicher 
Drehungen Yon entgegengesetztem Drehsinn^ also eine Summe 

der Form {A B-'Ä\ + [G D-G], wo B - Ä (P - C). 

Eine solche Summe läßt sich aber in [^ — (7 B—Ä) umformen, 
d. h. das Drehpaar stellt sich da/r als freier Bivektor oder als 
Ergänzung eines freien Vektors, Nun ist bekannt, daß ein 
Drehpaar nichts anderes als eine Schiebung liefert. Daraus 
folgt, daß ich den freien Bivektor in der Kinematik als infini-* 
tesimcde Schiebung zu deuten habe, deren Größe durch den 
numerischen Wert und deren Richtimg durch die Normale 
des Biyektors bestimmt wird. 

Auch hier ist zu bemerken, daß es in der Mechanik üblich 
ist, die Schiebung einfach als freien Vektor (nicht als Er- 
gänzung eines solchen) zu deuten, dessen Richtung die Schiebe- 
richtung und dessen Länge die Größe der Verrückung angibt. 

unter Zugrundelegung der kinematischen Deutung der 
Vektoren führen die in Nr. 87 und 88 betrachteten Vektor- 
formeln zu elementaren Sätzen der Kinematik entsprechend 
denen der Statik. 

Nebenbei sei bemerkt, daß die Fundamentalformel für die 
Zusammensetzung endlicher Drehungen auf die Vektorformel 

[ab I ca] = [a I c][b I a] — [b I c][a | a] 

zurückgeht, wenn der Winkel zwischen den Vektoren, z. B. a, b 
als Maß für die Hälfte der Winkelgeschwindigkeit angesehen 
wird, mit welcher der Vektor a in die neue Lage b über- 
geführt wird. 
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104. MomevU einer Kraft hzw, Brekung in hezug auf einen 
PufJd oder eine Gerade. — Wie in der Ebene dente ich auch 
im Baume das äußere Produkt aus drei Punkten {P^P^P^^ als 
das Moment der Kraft bzw. Drehung [PiPg] in bezug auf den 
Punkt P5. Aus der baryzentrischen Darstellung der Ebene 
[P^P^P^'] in Nr. 89 geht hervor, daß und wie sich vier be- 
Uebige Momente wieder zu einem Moment zusammensetzen 
lassen. 

Das äußere Produkt aus vier Punkten [P^PjPgPJ deute 
ich als das Moment der Kraft [P1P2] in bezug auf die Achse 
P^P^. Dieses Moment ist nach Nr. 91 gleich 

oder gleich 

Asffu + i>31&4 + Ä2?84 + i>i4?28 + i>24?81 + PsA^li • 

Dividiert man diese Ausdrücke durch a^^Oi^f so kommt mau 
zu derselben Größe, welche Möbius und später Gayley als 
das Moment der beiden Geraden [PiPg] und [PgPJ be- 
zeichnet haben. 

105. Zerlegung einer Kraft hzw. einer Brehumg. — Die 
beiden Aussagen, daß sich Kraft und Drehung als gebundene 
Vektoren, daß sich Kräftepaar und Schiebung als freie Bivektoren 
auffassen lassen, erlauben, die Darstellung der Statik und Kine- 
matik erheblich zu kondensieren. 

Ich will von dieser Deutung sofort eine weitere An- 
wendung machen als Beispiel dafür, wie aus Identitäten zwischen 
Vektoren statische bzw. kinematische Sätze abgelesen werden 
können. 

Sei gegeben der Vektor \_AJB] oder, wie ich auch 
schreiben kann, [A JB— JL], und ein zweiter Vektor \C D — C] 
von gleicher Länge, Richtung und Sinn, so daß D ^ C = B — Ä 
sein soU, dann nehme ich folgende Umformung vor: 

[A B-A-j^lA B-C]^[G + A-C B-C] 

= [C B-C] + [A-C B-C]. 

Setze ich jetzt die BriUe der Statik (bzw. Kinematik) auf, 
so lese ich aus dieser Formel folgendes ab: Jede Kraft (infini- 
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tesimale Drehung) [AB] läßt sich ersetzen durch die Summe aus 
einer gleichgroßen und gleichgerichteten Kraft (infinitesimalen 
Drehung) [CD], deren Richtung (Achsenrichtung) durch einen 
bdiebig gewählten Punkt C geht, und aus einem Kräftepaar 
(einer infinitesimalen Schiebung), dessen (deren) Moment durch 
den Inhalt des Parallelogramms J.JB(7i)gemessen wird, und dessen 
(deren) Achse auf der Ebene dieses Parallelogramms und 
folglich auf der Kraftrichtung (Drehachse) CD senkrecht steht. 

106. Korrespondenz zwischen Statik und Kinematik, — 
Der besseren Übersicht wegen will ich eine Tabelle anfügen, 
welche die merkwürdige Korrespondenz zwischen Statik und 
Kinematik hervortreten läßt, wonach dem endlichen Kniftepaar 
der Statik die unendlich kleine Schiebung der Kinematik, 
der endlichen Kraft der Statik die unendlich kleine Drehung 
der Kinematik entspricht: 

Tabelle V. 



in 


Deutung des 


gebundenen 
Vektors 


freien 
Bivektors 


gebundenen 
Bivektors 


Spats 


Statik 


Kraft 


Kräftepaar 


Kraft- 
moment 


in 
bezug 

auf 
einen 
Punkt 


Kraft- 
moment 


in 

bezug 
auf 
eine 

Gerade 


Kine- 
matik 


infini- 
tesimale 
Drehung 


infini- 
tesimale 
Schiebung 


Dreh- 
moment 


Dreh- 
moment 



Es ist hiemach möglich, eine Beziehung zwischen ge- 
bundenen Vektoren imd freien Bivektoren sofort auf zweierlei 
Weise zu deuten; und umgekehrt leuchtet schon hier die Mög- 
lichkeit hervor, entsprechende Sätze der Statik und Kinematik 
dmrch eine vektoridle Beziehung zur a/nalytischen Darstellung zu 
bringen, sie in eine Formel zu vereinigen. Es gelingt auf 
diese Weise, unter Anwendung der Vektormethoden, die Dar- 
stellung der geometrischen Mechanik außerordentlich zusammen- 
zudrängen. 
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Es ist yielleicht nicht imnötig^ vor dem MiByerstandnis 
zu warnen^ als ob die in Bede stehende merkwürdige Korre- 
spondenz auf einer physikalischen Grundlage beruhte. Mit der 
Vorstellung Yon physikalischer Ursache und Wirkung hat diese 
Korrespondenz nichts zu tun. Im Gegenteil^ die Kinetik^ 
welche gleichzeitig die Kräfte und die durch sie hervorgerufenen 
Bewegungen studiert, verlangt eine ganz andere Zuordnung^ 
verlangt^ daß der Kraft eine Schiebung und dem Kräftepaar 
eine Drehung entspricht. 

107. Übungen. — 1) Deutung der Plückerschen Dar- 
stellung einer Geraden für Statik und Kinematik. 

2) Den Satz von Lagrange zu beweisen: A^^, Ä^y - - - An 
seien n -Punkte, m^, m^f-fnn positive oder negative KoeMzienten. 
Bezeichnet dann einen beliebigen Punkt des Raumes, so 
geht die Besultante der Kräfte milOA^I, m^lOA^], . . . mn[OAn\ 
durch einen festen Punkt S und hat den Wert M[08], wo 
M = 2mi, Ist JfssO, so hat die Resultante imveränderliche 
Intensität und Richtung, wie auch der Punkt verschoben wird. 
Und weiter besitzt die Summe 2mimk\AiAi\AiAi\ einen 
konstanten Wert. 

3) Was geben n infinitesimale Rotationen des Raumes um 
verschiedene, aber parallele Achsen? — Der vektorielle Ansatz 
lautet: 

= [Pi ft-Pil + [P» ^(<2i-Px)]+-- 
= [P, <2i - PJ +*i[P» Öi-Px]+-- 
= (i + ^ + ...)[ij ö,-p,], 

wobei gesetzt ist 

Q^-P^-hiQi-Pi), • • •; P1+KP2+ • • — (1 + ^1+- • ')ii, 

d. h. läßt man einen starren Körper n Drehungen um ver- 
schiedene, aber parallele Achsen ausführen, so ist der kine- 
matische Effekt derselbe, als wenn der Körper eine einzige 
Drehung um eine parallele Achse ausführte, deren Lage im 
Raum durch den leicht konstruierbaren Punkt R festgelegt wird. 
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Die resultierende Winkelgeschwindigkeit ist einfach gleich der 
Summe der einzelnen Winkelgeschwindigkeiten. 

4) Was liefert eine infinitesimale Rotation verbünden mit 
einer Translation^ die in der Momentenebene wirkt? — Die 
Drehnng werde dargestellt durch [J?a]^ die Schiebung durch 
[bc], dabei soll der Yektor a der Ebene [bc] parallel laufen. 

Dann Ulßt sich das Parallelogramm mit den Seiten b^ C 
in ein anderes verwandeln mit den Seiten d und a^ so daß 
[bc] = [da]. Hiemach wird 

[-Ea] + [bc] = [-Ea] + [da] = [^+d a], 

d. h. die Endbewegung ist eine gleichgroße und gleichgerichtete 
Drehung um eine Achse ^ welche gegen die frühere um die 
Strecke d verschoben ist. 

5) Halten vier Kräfte einander dss Gleichgewicht, so ist 
das aus irgend zweien derselben gebildete Tetraeder dem Te^ 
traeder aus den beiden anderen gleich (Satz von Ghasles). 
Wie folgt hieraus^ daß drei beliebige £!nlfte im Baum einander 
nicht das Gleichgewicht halten können? 

6) Halten fünf Kräfte einander das Gleichgewicht, so 
müssen die beiden Geraden, welche die Wirkungslinien der 
ersten vier Kräfte treffen, auch die Wirkungslinie der fünften 
treffen. 

7) Beim Gleichgewicht der Kräfte ist die algebraische 
Summe der Tetraeder, welche irgendeine Gerade im Baum zur 
gemeinsamen Kante und die Kräfte zu Gegenkanten haben, 
gleich Null (Satz von Mob ins). 

8) Ein System von Kräften, welche der Intensität und 
Bichtung nach durch die Seiten eines Vielecks oder Yielflachs 
dargestellt werden, läßt sich stets auf ein Kräftepaar reduzieren. 
In dem Fall des Vielecks liegt die Momentenebene des Kräfte- 
paars in der Ebene des Vielecks und ist sein Moment gleich 
dem doppelten Inhalt des Vielecks (Satz von Möbius). — Der 
vektorielle Ansatz für vier Kräfte lautet wegen 
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[Ä B^Äl + lB C-B] + [C D^(J] + [D Ä-D] 
^[Ä B-Äl+IB C-B] + [C D-G] 
-[D B-Ä]-[D C--B]-[D D~C] 
-[^-D B-Ä] + [B-D C-B] + [C-D D^C] 
^[Ä-D B-Ä] + [B^D C-Bl 

Die rechte Seite setzt sich aber ans zwei freien Biyektoren 
zusammen; deren numerische Werte gleich dem doppelten In- 
halt des Dreiecks ABB bzw. BCD sind, so daß der numerische 
Wert der rechten Seite doppelt so groß ist als der Inhalt des 
Vierecks ABCD. 

9) Ein System von Eräftepaaren^ deren Ebenen und 
Momente durch die Flächen eines Polyeders dargestellt werden^ 
und welche^ wenn alle Flächen von einerlei Seite betrachtet 
werden (der äußeren oder der inneren) insgesamt einerlei 
Sinn haben^ ist im Gleichgewicht. — Dieser Satz von Mobius 
ist in dem Falle des Tetraeders nichts anderes als der Pythor 
goreische Lehrsatz für dasselbe^ wie der yektorielle Ansatz in 
Nr. 76 zeigt. 

10) Verallgemeinerung der Eulerschen Relation zwischen 
den Momenten einer Kraft in bezug auf vier Achsen^ von 
denen sich drei unter rechten Winkeln schneiden. — Seien 
E^E^y E^E^, E^E^^ E^P vier sich in einem Punkte treflFende 
Achsen; die Erafk sei [Qi2]; und ihre Momente bezüglich der 
drei Achsen E^E^, E^E^^, E^E^ seien bekannt^ dann wird ihr 
Moment in bezug auf die Achse \E^P^ gesucht. Die Antwort 
fließt aus der Formel 

[E^E^E^E^ P = [PE^E^E^ E^ — [PE^E^E^ E^ 

+ [.^E^E^E^E^— [PE^E^E^E^^» 

Wird diese äußerlich mit \E^QE\ multipliziert, so folgt 

\E,E,t:,E^\_QB PE,]^IPE,E,E,'\[QB ^,^J 
^IPE,E,E,][QB E,E^ + [PE,E,E,'][QR E,E,l 
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108. Auswertung von Trägheitsmomenten. — Wende ich 
die übliche Koordinatenmethode zur Bestimmung des Trägheits- 
momentes Yon materiellen Flächen und Körpern an^ so ist 
daa Trägheitsmoment zunächst in bezug auf einige Achsen 
von spezieller Lage zu bestimmen und aus den gefundenen 
speziellen Resultaten das allgemeine erst zusammenzusetzen. 
Die Graßmannsche Methode erlaubt, worauf zuerst Herr 
Mehmke aufmerksam sremacht hat. das Träirheitsmoment so- 
fort in bezug auf eine ganz beUebige Achse Lszuwerten. Ja 
noch mehr, die Achse tritt durchaus in den ffintergrund, das 
einzige Integral, welches man auszuführen hat, enthält die 
Achse gar nicht. 

Während aber Herr Mehmke den von Graßmann ein- 
geführten Begriff des „Lückenausdrucks" verwendet, will ich 
eine Entwickelung ohne Hilfe dieses Begriffs geben, den ich 
ja nicht eingeführt hübe. 

1) Trägheitsmoment einer homogenen Strecke. — Sei gegeben 
die mit der homogenen Masse m belegte Strecke JE1E29 deren 
Trägheitsmoment in bezug auf die Achse AB gesucht wird. 
Die Achse AB sei gleich der Längeneinheit und X ein be- 
liebiger Punkt auf E^E^. Alsdann stellt das innere Produkt 

[XAB\XAB] 

das Quadrat des numerischen Wertes des Biyektors [XAB] 
dar, also das Quadrat des Flächeninhalts des durch die Punkte 
X, JL, B bestimmten Parallelogramms, d. h. — da AB gleich 
der Längeneinheit — das Quadrat des Abstands zwischen dem 
Punkt X und der Strecke AB. Demnach ist das Trägheits- 
moment der Strecke Ej^E^ in bezug auf die Achse AB: 



T^^ ßxAB\XAB]dm, 



wo 

X=' x^Ei+ X2E2, Xi + X2= 1. 

Nun ist dm die Massenbelegung eines Linienelementes d^Ej^X] 
Wird noch die spezifisclie Masse gleich Eins gesetzt, so folgt 
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dm = mdx^. 
Hiernach wird durch Aasmultiplizieren: 

+ 2 XiX^[E^ÄB\E^ÄB]}dx2, 

wo die Integration über alle positiven Wertepaare x^, x^ zu 

erstrecken ist, die der Bedingung x^+ x^^l genügen. 

Nun ist 

1 1 

jx^^dx^^j{l — x^^dx^^^y /V^^ = |^ 



r 

■ /*»/> .... 

2«* ^2 



f x-yX^dx^ — —y 



folglich 

T,=^'^[iE^AB\E,AB-\ + \E^AB\E,AB-\ + lE^AB\E^AE\Y 

Nenne ich noch \, \ die Abstände der Punkte E^y E^ 
von der Achse AB und (p^^ den Winkel, welchen die Ebenen 
E^AB und E^AB miteinander einschließen, so ergibt sich 
schließlich 

^2 = f (^1^ + K + Kh cos 9?i2). 

Der Ausdruck läßt sich noch umgestalten durch Ein- 
führung des Abstandes s, den der Schwerpunkt der homogenen 
Strecke von der Achse besitzt. Es ist nämlich 

folglich 

2 \SAB\ = \ß^AB\ + {E^AE], 
woraus 

4 [SAB I SAE\ = [E^AB \ E^AB\ + [E^AB \ E^AB\ 

+ 2[EiAB\EiAB\ 
oder 

4 s* = Äj* + Äj* + 2 W cos gjij . 
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Daher lautet die andere Form des Trägheitsmoments: 

2) Trägheitsmoment eines homogenen Dreiecks. — Gegeben 
das homogen mit der Masse m belegte Dreieck E^JE^E^, Ein 
Punkt desselben sei 

X^XiE^ + x^E^ + x^E^j fl5i + iB,+a^ = i. 

Dann wird das Trägheitsmoment dieses Dreiecks in bezug auf 
die Achse AB dargestellt durch den Ausdruck 



T^=. C\XAB\XAB\dm. 



Ich bestimme nun die Massenbelegung dm eines Flächen- 
elementes. Dazu zerlege ich das Dreieck durch Parallelen zu 
den Seiten E^E^, E^E^ in Elementarparallelogramme. Das 
an X anstoßende Element hat die Seiten 

^^•dx, = [E,E,]dx„ ^%^dx,= lE,E,]d!C„ 

folglich ist der Inhalt des Elementes 

[E^E^E^] doc^ dx^ == 2m dx^ dx^, 

wobei zu beachten^ daß [E^E^E^ den doppelten Inhalt des 
Dreiecks E^E^E^ wiedergibt imd die spezifische Masse wieder 
gleich der Einheit gewählt ist. Daraus folgt 

dm «= 2mdx^dx^. 
Demnach 

T^^2m C{x^^iE^AB\E^AB] + x^^\E^AB\E^AB^ 

+ x^^[E^AB I E^AB] + 2x^Xs [E^AB \ E^AB] 

+ 2x^Xi[E^AB\E^AB] + 2x^x^[EiAB\EiAB]}dx^dx^, 

Dabei ist die Integration über alle positiven Werte der Inte- 
grationsYeränderUchen zu erstrecken, wofQr 

iCi = 1 — «Jg — ajg > 

ist; da nur dann der Punkt X innerhalb des Dreiecks liegt 
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Nun ist 



daher 



lilOi^dx^dx^=Y2' /^»^i ^^2 ^^3=24 (*'**= 1*2, 3) 



oder^ wenn die Abstände der Ecken JS^, JE^, JE^ von der Achse 
AB mit \y \y ^3 und die Winkel zwischen den Ebenen EiAB 
und EkAB mit (pik bezeichnet werden: 

^8— f (*!*+ V+ ^8*+ W cos ^28+ W cos 9^81+ hK C^S ^^j^). 

Auch hier werde der Abstand s des Schwerpunktes 

Z8=^E^ + E^ + E^ 

von der Achse AB eingeführt. Es ergibt sich 9s* = 

Äi* + Äg* + V + 2Ä2Ä3 cos 9?23 + 2Ä3Ä1 cos 9>3i + 2A1Ä5 cos (p^^y 

80 daß ^»»gcv+V+V+as») 

das Trägheitsmoment des hpmogenen Dreiecks wird. 

3) Das Trägheitsmoment des homogenen Tetraeders 
E^E^E^E^ in bezug auf die Einheitsachse AB ist 

^4=^(V + '- • + Ä/+*sÄ8C0S9>28H hÄjÄ^COS^^i^H ) 

wo i^j den Abstand der Ecke Ei^ s den Abstand des Tetraeder- 
schwerpunktes von der Achse und tpa den von den Ebenen 
EiAB und E^AB eingeschlossenen Winkel bezeichnet (vgl. 
Mehmke, Math. Ann. 23, 143—151). 

4) Das Trägheitsmoment eines homogenen Dreiecks in 
bezug auf eine beliebige Achse ist gleich dem Trägheitsmoment 
der Seitenmitten ; wenn jede von diesen ein Drittel der Masse 
des Dreiecks entiiält (vgl. Reye, Zeitschr. des Vereins deutscher 
Ingenieure Bd. XIX, 401—408, 1875 und Mehmke, Schlömilchs 
Zeitschr. 29, 61—64, 1884). 
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Zwölftes Kapitel 

Die geometrische Ctröße zweiter Stufe 

und Ihre Terwendnng in der Statik und Kinematik 

des starren EÖrpers. 

109. Erste Form der geometrischen Größe zweiter Stufe. — 
Unter der geometrischen oder allgemeinen Größe zweiter 
Stufe versteht raan seit Gr&ßmana die Samme beliebig 
vieler gebimdener Vektoren oder Stäbe. Dieselbe ist ftlj die 
Statik and Kinematik des starren Körpers von fundamentaler 
Bedeutung. Um diaee Bedentang klarzulegen, soll zanächet 
der Aasdruck der Liniensumme auf zweierlei Weisen am- 
geformt werden. 

Die erste Untformang knöpft an die baryzentrische Dar- 
stellang jedes Ponktes im Baum darch vier beliebige Punkte 
oder — was dasselbe ist — die Darstellong des gebundenen 
Vektors durch die Kauten eines Vektortetraeders an (vgl. 
Nr. 87): 

demnacli wird die Summe beliebig vieler gebundener Vektoren 

Ich erinnere an die Bedeutung von tu = [JEiEi]. Diese läßt er- 
kennen, daß die drei Stabe t^^, Cj,, t^j ein und derselben 
Ebene, nämlich der Ebene [EiE^E^}, angehören, folglich 

stellt die Summe 

wieder einen gebundenen Vektor derselben Ebene dar, den 
ich mit [-'1-BJ bezeichnen wiü. Anderseits laufen die Vektoren 
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^14; ^24> ^34 ^^^ einem Punkte, nämlich jE?^, aus, demnach 

setzen sich die Vektoren t^4^2^p^^ly tii^^Pu^ ^u^P^^ wieder 
zu einem von E^ auslaufenden gebundenen Vektor zusammen, 
der [CD] heißen soll. 

Hiemach ergibt sich als erste oder ha/nfzentrische Form 
der Liniensumme: 

I]üQ=^[ÄB] + [CD], fe = i, 2, 3...) 

d. h. die allgemeine Größe zweiter Stufe läßt sich stets cmf die 
Summte zweier gebundener Vektoren zurückführen, die im aU- 
gemeinen windschief gegeneinander liegen. Ich will zwei solche 
Stäbe als konjugierte Stäbe bezeichnen. 

110. Zweite Form der geometrischen Größe zweiter Stufe. — 
Pur die zweite Umformung bediene ich mich der Plücker- 
schen Darstellung einer geraden Linie durch einen beliebigen 
Punkt und drei Einheitsvektoren, woraus folgt (vgl. Nr. 88) 



für 



Uü^ = [Ee^]2x^ + [Fe,] Zy^ + {Ee^^^z^ 
+ i% 63] 21^ + [63 ej Zm^ + [e^ e^] Zn^ 



y == 0^22 — «2i> *w=-a3iai2 — aiia32, 

Z = Ö32 "-^ 0^31, n == (3^1x^2 — ^1^12* 

Nun läßt sich die Summe der ersten Terme nach Abson- 
derung des gemeinsamen Faktors E zusammenziehen zu einem 
einzigen gebundenen Vektor: 

[E e^2]x^+e,2y^+e,2]z^] = [Etl 

wenn der freie Vektor 

f =- e^ Ux^ + e^Zy^ + e^Zz^ 

gesetzt wird. Die übrigen drei Terme sind freie Bivektoren, 
ihre Summe stellt also ebenfalls einen freien Bivektor dar, 
nnd ich kann annehmen 

I S = [©2Ö3] ^h + [Ö3Ö1] ^^Q + [Ö1Ö2] ^^9^ 

so daß die Größe zweiter Stufe die zweite oder Plückersche 
Form erhält: 

10* 
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d. k die allgemeine Größe zweiter Stufe läßt sich auch auf die 
Summe eines gdmndenen Vdctars und die Ergänzung eines freien 
Vektors zurüdifuhren. 

Der Abkürzung halber will ich noch folgende Bezeich- 
nnng einführen: ^^^ ^ ^ ^^^ ^ ^^ 

Sy^-^Yy Zm^^My 

Zz^ = Zy Un^ == N, 

wodurch sich die Darstellungen Yon f und g yereinüachen zu 

f-Xei + re^ + Ze,, 

Es yerdient hervorgehoben zu werden^ daB diese beiden 
Umformungen der allgemeinen Gfröße zweiter Stufe, sowohl 
die baryzentrische wie die Plückersche, auf tmendlich vide 
Weisen geleistet werden können. 

111. Statische und Tcinematische Deutung der geometrischen 
Grr'öße zweiter Stufe. — Betrachte ich die beiden im Yorstehenden 
gewonnenen Darstellungen der allgemeinen Größe zweiter Stufe 
zunächst durch die Brille der Statik, deute ich also den ge- 
bundenen Yektor als Kraft, den freien Biyektor als Eiuftepaar, 
so finde ich ohne weiteres den Satz: Die Summe beliebig vieler 
Kräfte, die einen starren Körper angreifen, läßt sich entweder 
auf zwei K!nlfte, die nicht in derselben Ebene wirken, reduzieren 
oder auf eine einzige Kraft und ein einziges Kräftepaar, die 
verschiedenen Ebenen angehören. 

Durch die BriUe der Kinematik sehend, erkenne ich aus 
den Darstellungsformen ohne weiteres: Jede Bewegung eines 
starren Körpers im Zeit^lement läßt sich entweder durch zwei 
infinitesimale Drehungen um windschiefe Achsen oder durch 
eine infinitesimale Drehung und eine infinitesimale Schiebung 
herbeiführen. 

Man nennt die Summe der beiden Kräfte, welche ein am 
starren Körper angreifendes Krafteystem zu ersetzen vermögen, 
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Qm KraffkreuZy die Summe der beiden Drehnngeii; durch die 
sich jede infinitesimale Bewegung des starren Körpers hervor- 
bringen läßt, ein Drehkreuz. Zusammenfassend spricht man in 
beiden Fällen von einer Dyname. 

Für das andere statische bzw. kinematische Äquivalent 
wird erst ein Name eingeftthrt werden, nachdem es auf eine 
einfachere Form gebracht worden ist (vgl. Nr. 113). 

112. Die veremfachte zweite Form der geometrisdten Größe 
zweiter Stufe, — Die zweite Zerlegung der allgemeinen Größe 
zweiter Stufe -ZJtt« = [Et] + \g 

läßt noch eine bemerkenswerte Vereinfachung zu. Nämlich, 
der Punkt E werde nach E' verschoben, so daß 

E^E'+hy 
wo der Vektor h und folglich der Punkt jE' noch näher zu 
bestimmen sind. Dann wird 

Jetzt soll h so bestimmt werden, daß die Ebene [hf] + 1 g 
auf der Geraden [-^'f ] senkrecht steht, daß also das innere 

^^^'^^ [[hf] + |g lf] = o 

*'^*'' [hf|f] + [|g|f]-0 

ist, woraus [hf | f ] = _ | [gf ]. 

Nun ist nach dem in Nr. 73 abgeleiteten Satz über das äußere 
Produkt zweier Bivektoren 

[hf|f] = [h|f]f-[f|f]lL 

Wird daher die weitere Voraussetzung getroffen, daß h auf 
f senkrecht stehen soll, daß also 

[h|fl = 
ist, so folgt aus diesem Satz 

[hf|f]--[f|f]h, 

und demnach in Verbindung mit der obigen Gleichung 

"-[f|f] r 

Gehe ich ' zu den Skalaren über, d. h. multipliziere ich diese ^ 
Gleichung innerlich mit sich selber, so habe ich zu beachten, 
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daß der nnmerisclie Wert des Bivektors [gf ] mit demjenigen 
seiner Erganznng übereinstimmt. Da nun der nmnerische 
Wert von [gf] gleich gfmi(g, f) ist, so ergibt sich 

A=^^sin(g, f). 

Hiermit ist h der Länge nnd Richtung nach bestimmt. 

Führe ich jetzt den Wert für h in den Ausdruck für 27tt^ 
ein, so wird 

Behufs Umformung benutze ich die oben angezogene Formel 
noch einmal, nachdem ich auf beiden Seiten die Er^mzung 
genommen habe; dann nimmt sie wegen || c = C die Form an: 

[iCab] c] = [a|c]|b-[b|c]|a. 

Demnach wird 

0[gf]f] = [g|f]|f-[f|f]|g 

oder 

und endlich ^ ,^ 

WO ich den Strich am Punkte E^ der Einfachheit halber fort- 
gelassen habe — und das ist die gesuchte Umformung. Sie 
sagt aus, daß sich die allgemeine Größe /heiter Stufe stets 
in die Summe eines gebundenen Vektors und eines freien Bi- 
vektors zerlegen laß, welcher letztere auf der Sichtung des ersteren 
senkrecht steht. Die Achse des freien Bivektors ist also parallel 
zur Richtung des gebundenen Vektors, [^f] soll die Achse 
der geometrischen Größe zweiter Stufe heißen. 
Ich setze der Kürze halber 

Dieser Parameter laßt sich beiläufig noch umformen. Wenn 
ich bedenke, daß 
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COS (f , g) == cos (g, e^) <jos (f , Cj) + cos (g, e^) cos (f , 63) 

+ cos(g, e8)cos(f, 63), 
f cos (f , e J = Z, /• cos (f , 62) = r, /• cos (f , 63) - Zy 
g cos(g, Ol) =-Ly g cos(g, e^) = itf, gr cos(g, %) = iV^, 

so wird 

Hiemacli kann ich einfacher so schreiben 

2a^ = \Ef] + X I f, 
und diese Reduktion läßt sich nur auf eine Weise ausführen^ 
ist also eindeutig, im Gegensatz zu den Reduktionen auf die 
bary zentrische Form, die unendlich vieldeutig sind. 

113. Die Schmube. — Ich kehre nunmehr zu der Um- 
deutung der Yektorformeln für die Mechanik des starren 
Körpers zurück. Für die Kinematik erhalte ich daim den be- 
kannten Satz, daß sich jede infinitesimale Bewegung eines 
starren Körpers als eine infinitesimale Drehung verbunden mit 
einer infinitesimalen Schiebung längs der Drehachse auffassen läßt 
oder wie man seit Robert Ball kürzer sagt, als eine Schraube. 
Und der Statik liefert die obige Yektorformel das einfachste 
Äquivalent eines beliebigen Kraftsystems in der Summe einer 
Kraft und eines Kräftepaars, das die Richtung der Kraft zur 
Achsenrichtung hat. Indem ich mich einer von den Herren 
Klein und Sommerfeld in ihrer „Theorie des Kreisels'' 
gebrauchten Ausdrucksweise bediene, will ich dieses Äqui- 
valent eine Kraftschraube und das kinematische Äquivalent 
eine Bewegv/ngsschravibe nennen. 

Alsdann kann ich das statische und kinematische Äqui- 
valent der geometrischen Größe zweiter Stufe kurz als Schraube 
bezeichnen. Die Richtung der Schraubenachse wird durch die 
Richtung des Vektors f angegeben. Dabei ist zu bemerken, 
daß man statt Schraubenachse in der Statik Zentralachse zu 
sagen gewohnt ist. 

Die Intensität der resultierenden Kraft ist offenbar 
y\t I f ] = /*, und dies liefert anderseits die resultierende Winkel- 
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geschwindigkeity mit der das System im Zeitelement dt um die 
Schranbenachse rotiert 

Ferner ist das Moment des resnltierenden EriLftepaars 
gleich xf'^g cos(g, t), und dieser Ansdrack bestimmt zugleich 
die Ghröße der resultierenden Translation. Dabei fCLhrt der 
Faktor x in der Statik den Namen Ächsenparametety in der 
Kinematik heißt er Windungs^rameter. 

114. UmdeutungstabeUe. — Der Übersicht wegen will ich 
die bisherigen Ergebnisse dieses und des vorhergehenden Kapitels 
in einer Tabelle zusammenfassen: 

Tabelle VI: 





= [Et] +x t 


f 


f 


^f 


X 


Vektor- 
rech- 
nung 


Geome- 
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Größe 
zweiter 
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115. Chasles' Satjs über das Erafthreuztelraeder. — Ich 
gehe jetzt dazu über^ die Fruchtbarkeit der dargelegten Auf- 
fassung von Statik und Kinematik an speziellen Sätzen dar- 
zulegen. 

Ghasles hat in der Statik des starren Körpers einen 
Satz aufgestellt, der unmittelbar evident ist, sobald ich die 
Dyname vektoriell als Kraftkreuz darstelle: 

Zü^ = iAB\ + [CD]. 

Diese Darstellung ist keine eindeutige, ich kann daher auch 
setzen 

Daher muß sein 

[AB\ + [CD] « [^'D'] + [CD']. 

Wird jede Seite äußerlich mit sich selber multipliziert, so 
entsteht ^^^ CD] = [^'D' CD'], 

wobei eben zu beachten ist, daß z. B. [AB AB\ = und 
[CB AB\^[AB CB] ist. Nun bedeutet aber i [AB CB] 

nichts anderes als das Tetraeder, gebildet aus den honju- 

gierten Ej-äften [^D], [CB] als Gegenkanten. Daher der Satz: 

Wie ich auch ein am starren Körper a/ngreifendes Kraftsystem 

in ein Krafthreuis zerlegen mag, immer hat das Tetraeder mit 

den konjugierten Kräften als GegenJcanten einen und denselben 

Wert. 

Ein anderer Beweis ergibt sich, wenn ich die Dyname 

zugleich als Ej*aftkreuz und als Kraftschraube darstelle, also 
schreibe 

[AB\ + [CB]^[Et] + Jc\t, 

wobei ich daran erinnere, daß die Zerlegung auf der linken 
Seite unendlich viel-, die auf der rechten Seite eindeutig ist. 
Wird auch hier jede Seite äußerlich mit sich selber multi- 
pliziert, so folgt 

[AB CB]^x[Et\r], 

d. h. die zu einer gegebenen Byname gehörigen KraftJcreuze liefern 
Tetraeder von Jconstantem Inhalt 
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Welches ist der nnmerische Wert aller dieser Tetraeder? 
Es war gesetzt 

f-Xei+Fe^ + Zes, 

wo X; T, Z die Eomponenten der resultierenden Kraft sind; der 
nnmerische Wert von [^f | f] wird gleich 

wegen [O^ejes]«!. Der konstante Inhalt des Eraftkreuz- 
tetraeders laßt sich demnach entweder durch 

xp = fg cos(f, g) = ZX + MT+ NZ 

darstellen^ wenn der in Nr. 112 für den Parameter x aufgestellte 
Ausdruck herangezogen wird^ oder durch 

i>28 Qu + i>31 «24 + jPi2 Qu + JPl4 «28 + PiA isi + Ps4 2l2 > 

wenn die Koordinaten der Stäbe [^5], [CD] bzw. pn, qi^ 
genannt werden. 

116. Rodrigues' Satz über das Drehhreuztetra^der. — 
Man verdankt Rodrignes eine kinematische Beziehung zwischen 
der Rotations- und Translationsgeschwindigkeit^ bezogen auf 
die Schraubenachse, und den Winkelgeschwindigkeiten um zwei 
konjugierte Drehachsen. Ich will zeigen, daß dieser Satz in 
dem Fall einer infinitesimalen Bewegung nichts anderes ist als 
die kinematische Umdeutung des Satzes, den Chasles für die 
Statik entdeckt. hat, eine Bemerkung, die übrigens bereits. yon 
Aronhold in seinen Vorlesungen über Kinematik gemacht 
worden ist. 

Nämlich, \AB] stelle eine Drehung um den Winkel dd'^y 
[CD] eine solche um den Winkel d^^ ^^y ^^^ Drehachsen 
mögen den Winkel tp miteinander bilden und den kürzesten 
Abstand r besitzen, alsdann ist der Inhalt des sechsfachen 
Tetraeders j-^^ fjjy^ _ ^^^^ ^^^ ^^ ^ 

Anderseits stelle \Ef\ die Drehung um die zugehörige 
Schraubenachse dar, der Drehwinkel im Zeitelement sei d%y 
und endUch sei dt die infinitesimale Schiebung in Richtung 
der Schraubenachse. Da nun [^f |f] das sechsfache Tetraeder 
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mit der Grundfläche |f und der Höhe [Ef] bedeutet, so er- 

denn die Größe der resultierenden Translation dt ist gleich xf. 

Demnach 

dd • dt = rdd'^dd'^ sin y, 

und da8 ist genau die Beziehung, welche aus dem Rodriguee- 
sehen Theorem durch Spezialisieren heryorgeht, und welche 
sich mit der Konstanz des Drehkreuztetraeders deckt. 

117. Die Bichtimg der Zentral- und der Schrcmbenachse. — 
Ich gehe aus von der Formel 

Uü^ = [ÄE\ + [CD] = [Et] + x\t 

und stelle folgende Überlegung an. Ich will von der Lage 
der gebundenen Vektoren im Baum einmal absehen und bloß 
auf deren Länge und Richtung achten. Dann ist es dasselbe, 
wie wenn ich 27a^ statt Uüq bilde. Ich erhalte die beiden Dar- 
stellungsformen von UfLg^ indem ich das eine Mal, von der bary- 
zentrischm Darstellung ausgehend, die Summe aller Differenzen 

Pg — Pi =(^21 — Äji) E^ + (3^22 — ^n)^ + (^28 — ^8)-^3 

+ (^24 "" ^1^^4.9 

das andere Mal, von der Plückerschen Darstellung ausgehend, 
die Summe aller Differenzen 

A - A = Kl - (^n) «1 + Ks - «12) €>2 + («28 - «18) «8 

nehme. Im ersteren Falle läßt sich die Summe 27a^ zusammen- 
ziehen zu B-A + B-C, 

im letzteren stimmt -27 (P2 — P^) genau mit dem in Nr. 110 
definierten Vektor f überein. 

Die obige Identität liefert daher, wenn ich sie bloß auf 
ihren freivektoriellen Inhalt untersuche: 

das heißt aber: die drei freien Vektoren B — A, D — C, t 
lassen sich zu einem geschlossenen Dreieck zusammensetzen, 
oder — was hier genügt — sie sind ein und derselben Ebene 



156 Zwölftes Kapitel. Die geometrische Größe zweiter Stafe. 



parallel. Nun geben B — Ä und D — C die Richtungen der 
beiden konjugierten Ej*äfte des Eraftkreuzes bzw. Drehachsen 
des Drehkreuzes und f hat die Richtung der Zentral- bzw. 
Schraubenachse. Demnach gewinnt man den Satz: Die BicMung 
der Zentral ' hzw. Schraubenachse steht auf dem Tmrzesten Ab- 
stand der beiden konjugierten Kräfte des Krafßcreu^es bzw. Achsen 
des DreMreuzes senkrecht 

118. Das Ba/raUdogramm der Drehungen. — Die eben ge- 
wonnene Formel B — ÄA-D — C^t 

ist der vektorielle Ausdruck für den Satz vom Parallelogramm der 

Rotationen. Denn sie sagt 
aus, daß sich aus den Vek- 
toren B — Ä, D — C, f ein 
Dreieck zeichnen läßt^ dessen 
Seitenlängen bzw. dd'^y d%'^y 
dd sind. Demnach liest man 
aus der Figur 30 unmittel- 
bar ab 

dd-^ _ dd'^ __ dQ 
sin 9i sin 9, sin 9 

dd^ = d V + ^ V + ^dd'^dd'^ COS (p. 

Dabei bedeuten qp^, q)^ ^^® Winkel der konjugierten Drehachsen 
gegen die Schraubenachse und 97 den Winkel zwischen jenen 
beiden Achsen. 

119. Die Oleichgewichtsbedingungen am starren Körper. — 
Halten die Kräfte ^ die einen starren Körper angreifen^ einander 
das Gleichgewicht, bzw. ist der starre Körper im Zustande der 
Ruhe, so muß die zugehörige Größe zweiter Stufe^ welche 
diese Kräfte bzw. die möglichen Bewegungen des starren 
Körpers in einen Ausdruck zusammenfaßt^ verschwinden. Wird 
die erste Form der Liniensumme benutzt^ so muß sein 

[AB] + [CD] = 0, 
woraus, da die Linien AB und CD i. a. windschief zueinander 
Hegen, iJ_B] = 0, [CD] = 0. 
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Wird die zweite Form der Liniensnmme herangezogen^ 
so muß sein 

[JEJfl + |g«0, 

woraus 

[^f] = 0, g-0. 

Da Htm die Einheitsvektoren voneinander nnabhängig sind, 
zwischen ihnen also keine Beziehungen bestehen können^ so 
folgt aus diesen Yektorgleichungen^ wenn auf die Definition 
der Vektoren [AB], [CD]; f, g zurückgegangen wird: 

oder 

2Jlg =0, 2Jmg^0, 2ng «0. 

Das sind aber die bekannten Bedingungen für das Gleich- 
gewicht am starren Körper. Ich begnüge mich^ das erstere 
System in die Sprache der Statik^ das letztere in die Sprache 
der Kinematik zu übersetzen: Die Ej*afte halten einander das 
Gleichgewicht, wenn die Summe der Kraftkomponenten für 
jede Kante des Koordinatentetraeders verschwindet. Und: der 
starre Körper ist in Ruhe, wenn erstens die Summe der 
Schiebekomponenten und zweitens die Summe der Dreh- 
komponenten nach den Achsen eines rechtwinkligen Koordi- 
natensystems den Wert Null haben. 

Um es noch einmal hervorzuheben: die veitorieUe Be- 
dingung für das Gleichgewicht am starren Körper besteht, ob 
es sich nun um Statik oder Kinematik handelt, einfach in dem 
Verschwinden der mgekörigen geometrischen Größe zweiter Stufe. 

Ich will an dieser Stelle noch kurz auf die Anwendung 
aufmerksam machen, welche Herr Peano (RendicontiLincei, 1890) 
von der vektoriellen Auffassung der Dyname auf die Raumkurven 
gemacht hat, indem er den Vektor g benutzt, um durch seine 
Länge den Inhalt einer geschlossenen Baumhurve zu definieren. 
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Die regressiye Multiplikation« 

120. Tabelle der hemdzten extensiven Größen des Baumes, — 
Um die Theorie der extensiven Größen zum Abschloß zu 
bringen^ bleibt nur noch übrige auch im Raum den Begriff 
der regressiven Multiplikation einzuführen« Vorher will ich 
die bisher eingeführten extensiven Größen des Baumes in 
einer Tabelle zusammenstellen. 



Tabelle VIT. 




Gebilde des Raumes 


Bezeichnung 


Punkt 


A 


freier Vektor 


B /1-a 


freier Bivektor = Stab-^ 


" 


paar 
Ergänzung des freien [ 
Vektors 


[bc]= a 


gebundener Vektor = 
Stab — Linienteil 

gebundener Bivektor = 
Plangröße =- Blatt 

Äußeres Produkt dreier 


[AE\ - \Aa\ - a 

[^ab] - \ABO\ - [Ca] - « 


freier Vektoren 
Äußeres Produkt von 


[B-A C-B D-C]-[abc] 


vier Punkten 
Skalares Produkt zweier 


[ABCD]- 


[/labe] 
[at] 


freier Vektoren 


[a b] 



Im Anblick dieser Tabelle will ich noch einmal zweierlei 
hervorheben, erstens daß die Dimension (oder Stufe) jedes 
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Elementes durch äußere Multiplikation mit einem Punkt oder 
einem freien Vektor um eine Einheit erhöht wird, zweitens 
daß die äußere Multiplikation von zwei und yon drei Punkten 
die Gerade und die Ebene liefert, welche aus ihnen durch lineare 
Konstruktion hervorgehen. 

121. Die regressive ProduMbildung. — Dies letzte Resultat 
will ich yerallgemeinem in dem Sinne, daß die äußere Multi- 
plikation beliebiger Elemente, gleichgültig ob Punkte, Geraden 
oder Ebenen, die diirch Verbindung oder durch Schnitt der 
gegebenen Elemente entstanden sind, dasjenige Element liefern 
soll, welches aus ihnen durch lineare Konstruktion hervorgeht. 
Die neue Produktbildung (wo die Stufenzahl > 4) nennt Graß- 
mann regressiv zur Unterscheidung von der bisher geübten, 
der progressiven Multiplikation (wo die Stufenzahl ^4). 

Ich beginne mit Elementen, die durch Schnitt zweier und 
dreier Ebenen entstehen. Bezeichne ich diese Ebenen (nach Größe, 
Richtung, Umfahrungssinn und Verschiebungsrichtung) mit üt^, 
üt^, üt^ und ihre homogenen Koordinaten mit Pik, so hat man 
nach Nr. 89 _ ^ p ^ ^ 

^2 '^ -^21*1 "T -^22^2 "T -^23^3 "I" -^24*4> 
^3 "^ -Ml^l • -^82*2 • -^88*3 i -^34*4? 

WO der Kürze halber gesetzt ist 

,,= \_E,E,E,\ e, = -[i?3JEJ,JBJ, b,^[E,E,E,1 

Da in der Geometrie zwischen den Funkten und Ebenen 
absolute Dualität besteht, unterwerfe ich die Si u/nd ihre äußeren 
Produkte genau denselben Bedingungen, welche ich für die Ei und 
ihre äußeren Produkte aufgestellt habe. 

Nehme ich noch eine vierte Ebene 

^4 ~ ^41*1 + -^42*2 + -^43*3 + -^44^4 

hinzu, so ergeben sich hiemach für die äußeren Produkte 
^x^^y üt^^2^dy ^1^2 ^B^A Ausdrücke, die aus denjenigen 
für [P1P2], [PtPiPs], [P1P2P3P4] hervorgehen, wenn die 
jtik durch die P,ä und die Ei durch die Bi ersetzt werden. 
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Man erkennt nnmittelbar^ daß das äußere Produkt Jt^üt^ 
die Schnittgerade der beiden Ebenen Jt^, ü%^, das änßere Pro- 
dukt niüt^ot^ den Durchschnittspunkt der drei Ebenen ^^^ ^2; ^3 
und das äußere Produkt Ptiüt^ot^n^ den Inhalt des von den 
vier Ebenen üt^fn^yüt^y ^4 begrenzten Tetraeders darstelli Um 
diese Gerade und diesen Punkt yermittelst der Eunten und 
Ecken des Bezugstetraeders auszudrücken, d. h. mit Hilfe der 
äußeren Produkte \EiEj^ und Ei^ bemerke ich^ daß die beiden 
Flächen des Bezugstetraeders Bi und Bm sich längs der Kante 
EmEi schneiden, und daß der Schnittpunkt der drei Flächen 
€;, Bit, ^i die Ecke Em, ist. 

Aus diesem Gh*unde setze ich 

€i€m = \EiEi^j BiBkBi =« E^, 
woraus ft:» T7 t^ t^ n 

'''^^'' 6,636364 = \i^e^e^e;\ = + 1 

\EiEk 6j = £'ifc. 

Da die Gleichungen, welche aus den oben entwickelten 
Bedingungen fließen, häufig zu benutzen sind, will ich sie der 
Bequemlichkeit halber hier zusammenstellen: 

^3*1 ^ \ß%^Ä\j «2*4 = [-^S-^l]» «8«4^1 = ^2; 

^1^2 = [-^8-^4]; «8^4 = [-^1-^2]; Ml^2 = — -^8> 

646263 = E^y 

\E^ E2 E^ E^Ei]'=- [ JSj Ey^ E^E^ E^ = [E^ E^ E^ E^ E^ = E^, 

[E^E^ E^E^E^ = [-^2-^4 ■^i-^2-^8] ^ \ßi^% ■^2-^8^4] ^^2y 
\E^E^ E^E^E^ = \E^E^ E^E^E^ = [E^E^ E^E^E^ = E^^ 

\ßl^4. ^2-^8-^4] = [^4^2 ^8^4-^1] ^ [-^8-^4 -^4^1 ^2] ='-^4* 

122. Die Ergänmng des Punktes und die Ergänzung der 
Ebene, — Die vorstehenden Formeln führen zu dem Begriff 
der Er^lnzung eines Punktes, wie ihn F. Caspary (Bull. Sc. 
math. (2) 13, 1-39, 1889) und E.W.Hyde (The directional 
calculus, based upon the methods of Hermann Graßmann. 
Boston 1890, Ginn & Comp.) formuliert haben, Dieselbe ist 
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derjenigen durchaus analoge die in Nr. 65 f8r die Ergänzung 
des Vektors aufgestellt worden ist: 

Die Ergäneung einer Ecke (Seüeiiui>ene) des vektorieUen 

Be^ugstetraeders ist das äußere Produkt der anderen Ecken 
(Seitenebenen) y so geordnet, daß das äußere Produkt der Ecke 
(8eitend>ene) und ihrer Ergänzung gleich der positiven Ein- 
heit ist. 

Hiernach kann ich setzen 



-El = [E^E^E^ = Ci, I -Eg = — [E^E^E^] « + s^, 

-^8 '^ [^4-^1 -S^] — «8> I -S?4 =" — L^i^i^s] =" + «4^ 
d. h. die Ergänzung einer Ecke des vektoriellen Bezugstetraeders 
ist nichts anderes als die Gegenebene. Umgekehrt folgt: 

d. h. die Ergänzung einer Seitenebene des vektorieUen Bezugs- 
tetraeders ist nichts anderes als die Gegenecke mit negativem 
Zeichen. Endlich folgt hieraus: 



-^1— «l = ~-^w 


■^2 = «2 =" ^2> 


■^8 *8 ^8; 


E,^ «4 --^4; 


6i — - -El «1, 


h JS^ B^y 


^8 -^ -^ = hf 


«4 E^ €4, 



d. h. die Ergänzung der Er^mzung von Ecke bzw. Seitenebene 
des yektoriellen Bezugstetraeders führt wieder auf dieselbe 
Ecke bzw. Ebene zurück^ aber mit entgegengesetztem Vor- 
zeichen. 

Die Ergänzungen der Kanten des Bezugstetraeders werden 
alsdann die Gegenkanten. 

Denn nehme ich von £2^3 =" [-^1-^4} ^^ Ergänzung^ so 
wird \EiEj^^ E^E^ wegen |62€s = [E^E^ und allgemein: 

-^1-^4 *= [-^2-2^], I -EjEj = [E^E^y 

E,E,^[E,E^', 

E^E^==^ [E^E^, 

Jahnke, Yorlesimgen über die Vektorenrechnung. H 



-^8-^4= [-^1-^2]; 

||i?2^4-[^2^4L 
•^8^4== [^8^4]; 
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Hierbei hebe ich besonders hervor, daß, während die Er- 
^nzung der Er^mznng einer Ecke (Ebene) gleich der Ecke 
(Ebene) selber mit negativem Zeichen ist, die Erg^mznng der 
Er^nznng einer Bezngskante gleich dieser Kante selber mit 
positivem Vorzeichen ist. 

123. FundamenUdformeln der regressiven MuUi^ikatwn im 
Baum. — Ich will von den eben getroffenen Festsetzungen 
eine einfache Anwendung machen auf die Bestimmung des 
Schnittpunktes einer Geraden g » [^^] ^it einer Ebene q. 
Dieser Punkt wird dargestellt durch das äußere Produkt [g^]. 

Setze ich 

A - a^E^ + c^E^ + cc^E^ + a^E^, 

P == ^lE^ + Äj JB^ + ÄgjBj + x^E^f 

Q = R^B^ + R^e^ + JSjCs + 12464, 

fik = f>^^k — ^k^if 

80 finde ich 

Wegen der Identitäten 

fikRi + /iib-Bj + /i*-Rs + A*-^* 
=Äifc(aiJRi+a2l?2 + «sUs ^ f^^R^) — cifA(ÄxJRi+3r2JR2+Ä8 -88+3^4124) 
läßt sich der Ausdruck für [g^] umwandeln in 

Diese Formel drückt in vektorieller Form das bekannte 
Resultat aus, daß ein beliebiger Punkt der durch A und P 
bestimmten Geraden die Koordinaten XcCi + iiüCi besitzt, wenn 
die Koeffizienten X, (i den Ausdrücken 

- [Pq] - - {^lRl + ^R2+ ^B^+ ^4.1i4)> 

[J[^]— a^Ri+ cc^R^ + cc^R^+ a^^R^ 
proportional sind. 

Der durch [AP q] dargestellte Punkt gehört aber auch 
der Ebene q » [BCD] an, es muß also möglich sein, ihn 
linear durch die drei Punkte JS, C> D darzustellen. In der Tat 
zeigt eine leichte Rechnung, daß 
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[ÄP BCU]^lÄPCD]B + [APDE]C+[ÄFBC]D 
ist. 

Setze ich die Gültigkeit des Dualilätspriuzips voraus^ so 
fließen aus den beiden Yektorformeln unmittelbar die dual 
entsprechenden : 

[ajt B] = [aB]üt — [stB]a, 

\ast jJyrf] = \a3t y&\ß + [apt aß]y + [aüt jJy]rf. 

Die erstere drückt die Ebene, welche der Punkt R mit 
der Geraden \ajt] bildet^ durch ^e beiden Ebenen a und üt 
aus; die letztere stellt die Ebene, welche die Gerade [ast] mit 
dem Schnittpunkt der drei Ebenen ß, y, (f einschließt, durch 
die drei Ebenen ß, y, cf dar. 

Diesen Formeln will ich noch eine beifügen, welche häufig 
Anwendung findet. Zu dem Zweck drücke ich die Gerade, 
welche durch den Punkt Ä und den Punkt [^x^] bestimmt 
ist, vermittelst der drei Geraden [xq], \fi^^, [^x] aus. Dann 
wird 

woraus durch duale Übertragung folgt 

[« PQE] = [aP][QB] + [aQ][BP] + iaB]lPQl 
Ist nun a = [PQ8'\, so ergibt sich das Resultat 

[PQS PQB]''IPQSE]IPQ]. 

124. übtmgen am der cmalytischen Geometrie des Baumes. — 
1) Die Gerade \stx\ laufe durch die Punkte P und Q, dann 
hat man ^ ., ofr-nr^^ 

wo % einen Proportionalitatsfaktor bedeutet. Mit Rücksicht 
auf Nr. 121 folgt hieraus 

[^^B;e„,]^%lPQEiE,l 
Folglich ergibt sich das bekannte Resultat: 

wo 

11* 
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gesetzt isi 

2) Die Ebene y, welche dnrch den Punkt 

und die Gerade 

bestimmt ist, bat die Gleichung y » [12 g]. Ihre Koordinaten 
Qi sind daher 

wo die Indices iy Tc, l, m zu derselben Klasse wie die Zahlen 
1, 2, 3, 4 gehören. 

Ist der Punkt B auf der Geraden g gelegen, so ist 
[jRg] » 0, und man findet die bekannten Bedingungen 

Gl = 0, G^, == 0, G^s = 0, »4 =- 0. 

Nun sind aber die vier Ausdrücke Gi nicht unabhängig von- 
einander. Zwischen ihnen bestehen die identischen Beziehungen 

welche zeigen, daß die vier Bedingungsgleichungen Gi^O nur 
zweien unter ihnen äquivalent sind. 

3) Der Durchstoßpunkt der Geraden g = [J.jB] und der 
Ebene 

sei Gy dann läßt er zunächst die Darstellung zu 

{l + ii)G = Ä + iiB. 

Anderseits kann er durch [q äE] ausgedrückt werden. Wegen 
[AB] =» [Ä B—Ä\ =^[G B — A] nimmt der regressive Ausdruck 
die Form an 

IqAB^^IqB'-äjG. 

Dabei bedeutet [q B — ä] den sechsfachen Inhalt des Tetraeders, 
dessen Grundfläche die Ebene q und dessen Hohe die Projektion 
von B — Ä auf die Normale der Ebene ist. 
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Eine andere Darstellung lautet so: 

wo 

yi = QiiBi + g<2Ä + 9<sÄ8 + fluÄ 

gesetzt ist. Ist die ßerade in der Ebene q gelegen^ so er- 
geben sich die vier Bedingüngsgleichungen yi = 0, welche sich 
wegen der Identitäten 

[qG] = Q^yi + Q^y^ + Q^y^ + Q^y^ => 0, 

l^tl = Öimy* + Qmkyi + Qkiym =• 
auf zwei unabhängige Bedingungen reduzieren. 

4) Sei ü ein Punkt; g und 1^ zwei beliebige Geraden, 
dann drückt sich der Durchstoßpunkt M der Ebene [B%] mit 
der Geraden 1^ aus in der Form 

oder 
Jf = El . SMuQi + E2 . SMuQi + Ei . SMiiQi + E4. . ZMuQi, 

wo gesetzt ist 

Mii = Qkl^mi + Qimhi + flmA^i., /t,ik,Z,m=l, 2,8,4; 8,S,4,1;\ 
Ma^ Qil%m - 9»m^n. ^ »'^'^'^5 4,1,2,»; 

125. Eine Tetraederformd von Kronecker. — In der 
Nr. 123 sind för [AP BCJD] zwei verschiedene Ausdrücke 
aufgestellt worden. Setze ich sie einander gleich, so wird 

iABCD]P - [PBCD]A - [PCDA]B + \PDAB\C 

- \PABG]B, 

und das ist die schon früher, auf anderem Wege gewonnene 
Schwerpunkts- oder Momentenformel. 

Ich will jetzt die Flächen des Vektortetraeders ABCJ) 
nennen a, ß, y, d, seinen Inhalt ^, dann hat man 

2a^[BCD], 2jJ = -[CZ)^], 2y=^[BAB], 2d^--[ABC], 

[ABCB] = 6g, 

und jene Formel nimmt die Gestalt an: 

3gP = [Pä]A + [Pß]B + [Py]C + [Pd]B. 
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Durch Anwendung des Dnalitatsprinzips ergibt sich hieraus 

wo ^ eine beliebige Ebene und 6%' '^[aßyd'] ist. Um die 
in bezug auf üt konstante Größe ^' zu bestimmen^ lasse ich 
die Ebene ^ in die Ebene a fallen, dann wird 

[aB] = [aC] = [aD] ^ 0, [aÄ] « -- Sg, 

und ich erhalte t$' » — f^^ daher 

3g:i? = [Ä:n;]a + [Bn]ß + [Cüt]Y + [Düt\d. 

Durch äußere Multiplikation der beiden Formeln fQr %P 
und g:i: ergibt sich, wegen [Aa] « [Bß] = [Cy] = [Dcf] = 3 g, 
die Relation 

welche in einer nur w^nig abweichenden ßestalt bereits von 
Eronecker im 72. Bande des Journals fQr die reine und an- 
gewandte Mathematik S. 160 aufgestellt worden ist. Ersetzt 
man nämlich die Volumina [P^], [-4.^], . . ., [Pä], . . ., 
[-4a], . . . durch die proportionalen Längen der von P, Ä, B, C, D 
auf dtie Ebenen ^, a, ß, y, (f , geföllten Lote, so ergibt sich 
genau die Eroneckersche Formel. 

126. Verallgemeinerung des Cevasatzes. — Ich leite zu- 
nächst den Geyasatz fQr die Ebene her. Auf den Seiten a^, o^, a^ 
des Dreiecks A^A^A^ seien drei beliebige Punkte A^\ A^', A^ 
gegeben, so seien die Längen 



Dann ist 



folglich 



A^A^ — ^; A^Aq — Aj, A^A^ — AgJ 

ö^l-^i = Ag'Of + ^ -4.8, 
^3 -^3 ^^ ^2 -^1 "T" ^1 -^ ; 
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und 

Die linke Seite stellt den Inhalt des von den drei Transversalen 
-äi-lj', A^A^y A^Afl gebildeten Dreiecks dar. Derselbe ver- 
schwindet^ wenn sich die Transversalen in einem Punkte 
schneiden. Alsdann muß sein 

und umgekehrt 

Im allgemeinen schließen die Transversalen ein Dreieck 
ein^ welches B^B^B^ heißen möge. Es seien die Strecken 

A^Ai = <i, A^A^ = t^f A^A^ = ^; 
JRjÄj^a/, B^B^^^a^y B^B^==^a^ 



und 
so folgt 



daher 



[^^4,]-^, [B,B,B,^^^\ 

[A4'] - |-, VB,B,]y [44'] = ^ [^8^l], 

[44'] «^.[^1^], 

L4-A 4-^ 44» ] ^ aJaJaJ L^i"^» »] * 



Durch Kombination mit der oben gewonnenen Relation ergibt 
sich 



i'i 



und d. L eine Vercillgemeinenmg des Cevasatzes in der Ebene. 

Ertveiterung auf den Baum. — Auf den Elanten ai, a^, 
a^, a^ des Yierflachs A^A^A^A^ seien vier beliebige Punkte 
A^j 4'^ ^7 -^l S^g^^^^; 8<> <^ ^^ Längen von 
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-^-^ = Alf A^A^ =» Aj^ ^^3 =* ^f -^4-^4 ^^ ^4; 

-^ -^ "^ ^ I -^ -^ '^ ^ 7 -^3 -^4 *■ ^3 > -^4 -^1 ^^ ^4 

sind. Alsdann ist 

^3-^ *™ ^3 -^ "J" ^3-^4? 

folglich 

a4[^4'^-48] = X^'a - ;,4cf . 

Linker Hand stehen die Ebenen^ welche durch jeden 
Teilpunkt und seine Gegenseite gelegt sind. Bilde ich das 
äußere Produkt derselben, so ergibt sich der Inhalt des von 
ihnen gebildeten Tetraeders; nämlich 

(ii<i^(i^a^\A.i A,^A.^ A^A.^Ai A^AiA^ A.^A^A^\ 

= (- VW-^4'+ ^i^^3^i)[«^y^]. 

Schneiden sich die vier genannten Ebenen in einem Punkt, so 
verschwindet der Inhalt jenes Tetraeders, und das ist nur 
möglich, wenn 

^ ^ A3 A4 =» Aj Ag A3 A4 , 

und umgekehrt. Es ergibt sich so der bekannte Satz: 
Nehme ich cmf den Kanten des Vier flachs AiA^A^A^ vier he- 
liebige Punkte A^, A^j Al^, AI an wid lege durch jeden Punkt 
und seine Gegenkante die Ebene, so gibt die Pdation 

-^1-^1 '-^-^g '-0-3-0.3 'A^A^ =* A^A^'A^A^'A^A^'A^Ai 

die notwendige u/nd hinreichende Bedingung dafür, daß sich die 
vier Ebenen in einem Pwnkte schneiden. 

127. Über Tetraeder, die aus zwei beliebigen Tetraedern 
abgdeitet sind. — Seien A, B, C, D; A\ B\ C, D' die Ecken 
zweier beliebiger Tetraeder, und sei ein beliebiger Punkt 
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Dann führe ich folgende Punkte ein 

Äi = [OÄ BCB\, Ä^='\OA' B'C'D'l 

A^ = 10B CDÄ\, A,'=[OB' C'D'Ä'l 

^-[0(7 DAE], 4,' = [0(7' D'A'B'], 

At^-lOD ABC], Al = {OB' A'B'C] 
und 

{AA^ A,A^] = F, 

[DD' ADi'] = 5, 

wobei ich von den ßewichten der Pnnkte absehe; weil sie 
für den zu beweisenden Satz nicht in Betracht kommen. 
Nun benutze ich die in Nr. 123 gegebene Formel^ um die 
Punkte Alf -4^, . . ., A^', A^, ... in anderer Weise dar- 
zustellen. Zugleich bezeichne ich Seitenebenen und Inhalt der 
Vektprtetraeder wie folgt: 





[5CD] = 


«» 


[B'C'D'] - 


* 








[CD^] = 


-ß, 


[C'D'A'] - 


— ß' 








[BAB] = 


r» 


[D'A'B'] . 


■= r' 








[ABV\- 


-<f, 


[A'B'C] - 


— <f' 








[ABCD] = 


%, 


[A'B'C'D'] - 


= %'■ 






Alsdann wird 












*/Ji 


- [Oa]A - 


%o, 


*Ai' = [Oa 


:']^' 


%' 


0, 



*A, = iOß]B-^-0, *A^ = iOß']B'-%'0, 

*4 = [Oy] O - 5 • 0, *A^ = [Oy'] 0' - 5' • 0, 

*Ai = [0<f]i) -5-0, *Al = [OS']B' - 5' • 0. 

Demnach 

iA,A^] = [0«] [0«'] [^^'] - %[Oa']iOA^] + g'[0«][0^], 

[AA^^ = [0ß-\[0ß'][BB'-\ - %\_Oß'][OB'] + S'[0^][OB], 

folgUch, da [04 4^'] = [0^'^]^, [OA' AA''\ = [OA'A]A',..., 
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Hier bezeicimen die linker Hand angebracMen Sterne Faktoren, 
die mich f&r den ins Auge gefaßten Satz niclit interessieren. 
Addiere icli jetzt die vier untereinander stehenden Glei- 
chungen^ so lautet die rechte Seite 

m[Oa]A + [Oß]B + [Or]C + [Ocf]D} 

- g{[Oa']^'+ [0^']jB'+ [Oy']C'+ [Ocf']D'}. 
Nun ist 

[Oä]Ä +[Oß]B +[Oy]C +[Od]D =gO, 

[Oa']A' + [Oß^]B' + [Oy'lC + [Od']iy = ff 0, 

folglich verschwindet die rechte Seite, das heißt, die vier 
Punkte P, Qj B, 8 liegen in einer Ebene. Ich erhalte also 
den Satz: Verbinde ich die Ecken zweier Tetraeder mit einem 
hdiebig angenommenen Ptmht und swihe die Bwrchstoßpunlde dieser 
Verbindungslinien mit den entsprechenden Gegenflädien, so er- 
halte wh zwei neue Tetraeder. Jede Verbindtmgslinie homo- 
loger Ecken derselben schneidet die entsprechende der beiden 
ursprünglichen Tetraeder. Diese vier Schnittpunkte liegen in einer 
Ebene. 

128. Study s Satz über die ßraß mann sehen Doppel- 
Verhältnisse zweier Tetraeder. — Seien A^A^A^A^j B^B^B^B^ 
zwei beliebige Vektortetraeder, a^, ct^y a^^ a^ und ß^^ ^^^ ßs9 ß^ 
die zugehörigen Seitenebenen, ^ und S3 ihre Inhalte, so daß 

ß, - - lAAAl Ä = - [S,B^B,l 

«s= [A^Ä,A,l ß,= [B^S,B,l 

«, = - [A^A], ^4= - [B,B,B,], 

%-[AAA^4\, ^ = IB,B,B^B^\. 
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Femer seien die Yerbindungslinien entsprechender Ecken der 
beiden Tetraeder 

tii^lAiB^^ (»«=1,2,3,4) 

und die Schnittlinien entsprechender Ebenen 

J<=[«fW (»-1,2,3,4). 

Alsdann bilde ich aus je zweien der Geraden !< die äußeren 
Produkte und finde 

[hh] = [ciißi «*/?*] [«,.«* ßißil 

Nun ist aber im Hinblick auf Nr. 123 

und entsprechend folgt 

[ßißk] = (- !>• + ' 95 [BiBm] (i, Khfn^ 1, 2, 8, 4). 

Demnach 

[«*«» ßißk] - 81» [Ä,Ä„B,S„-\ - - 31 SB [A,B, A.B„], 
SO daß 

Folglich wird . 

woraus 

= [OaiisKÄiaJ : [asUjLOaaJ : [aia^lLa^aJ, 

d. h. die Graßmannschen Doppelverhältnisse der Verhrndirngs- 
linien zugeordneter Ecken zweier Tetraeder sind gleich den Graß- 
mannschen Doppelverhältnissen der entsprechenden Schnüäinien 
ihrer Seitenflächen, 

129. Die Lage der Zentral-^ und der Schraubenachse. — 
In Nr. 117 habe ich den Satz hergeleitet^ daß die Richtwng der 
Zentral- bzw. Schraubenachse auf dem kürzesten Abstand zweier 
konjugierter Kräfte des Eraftkreuzes^ bzw. Achsen des Dreh- 
kreuzes senkrecht steht. Ich will dieses Resultat yervoll- 
ständigen^ indem ich nunmehr auch die Lage der in Bede 
stehenden Achse bestimme. 



172 Dreizehntes Kapitel. Die regressive Multiplikation. 

Wieder gehe icli aus Ton der Gleichung 

[AE] + [CD] = [A^B'] + [C'D'-\ --[Et] + x\f. 

Ich nehme irgendeine m t senkrechte Ebene, welche durch 
den gebundenen Bivektor q) dargestellt werde, und multipliziere 
mit ihm die Gleichung äußerlich, so erhalte ich 

[AB g>]+[CD g>]^[Et 9], [AB g>']+[CD 9']^[Et 9% 

usw. Hier stellen die regressiven Produkte Punkte dar, nämlich die 
Schnittpunkte der Ebenen y , y ', . . . mit den Geraden [-4. JB], [CD], 
[A'B% [CD'],. . . und [ET], Demnach läßt sich immer senk- 
recht gegen die Achse eine Ebene finden, derart daß ..ihre 
Schnittpunkte mit zwei konjugierten Stäben und mit der Achse 
auf einer und derselben Geraden liegen, d. h. aber nichts anderes 
als: die Achse [^f] schneidet die kürzeste Entfernung zweier 
konjugierter Stäbe. Statisch bzw. kinematisch gesprochen, 
heißt dies: die Zentral- bzw. Schraubenachse schneidet die 
kürzeste Entfernung zweier konjugierter Kntffce des Eraftkreuzes, 
bzw. Achsen des Drehkreuzes und zwar so, daß sie — wie 
unter Hinzunahme des früher gewonnenen Ergebnisses beigefügt 
sei — auf ihr senkrecht steht. 

Dieser Satz ist für die Statik zuerst von Schweins 
(Steiners Lehrer in Heidelberg) im 32. Bande des Crelleschen 
Journals aufgestellt worden. Schweins nennt die Achse [^f] 
die Hauptd/rehHinie des Systems; sein Beweis ist später von 
F. Mob ins vereinfacht worden. 

130. Lage des Schnittpunktes der Schraubenachse mit dem 
kürzesten Abstand zweier konjugierter Achsen. — Multipliziere 
die Gleichung 

[AB] + [CD]^[E't] + x\t 

äußerlich das eine Mal mit [CD]j das andere Mal mit [^j5], 
so folgt 

[AB CD] = [E't CD] -f x[| f CD]y 

[CD AB] ^ [E't AB] + x[|f AB], 

woraus, da die linken Seiten übereinstimmen: 

[E^t AB]-[E't C2)] = x[|f C2)]-x[|f AB], 
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Die kürzesten Abstände der Schranbenachse von den kon- 
jugierten Achsen AB, CD seien bzw. r^, r^, dann ist unter 
Beibehaltung der in Nr. 118 gewählten Bezeichnung: 

[E't CD] = de^ dd'^ • rg sin y^, 

x[|f AB]^' dt -dd'i'COHfp^y 

x[|f CD]« dx 'd^2'C0sg)iy 
folglich 

r^dS dd'i sin qpg — r, d ® dd'^ sin 9?^ = dtdd"^ cos qp^— drd^^ cos «jp,* 

Nun ist in Nr. 118 und 116 gefunden 

sinqpj sin 97, Bin 9' 1 » -r^ 

woraus 

d0 » dS . dt . dt 

denmach liefert obige ßleichung 

r^ sin 9? — r^ sin y = r sin q)^ cos qpj — r sin ipi cos qpj« 
Wegen r^ + r2 = r und 9i + qpg = 9 wird 

^ + n ^ sin(yi+y«) ^ 

woraus 

r^ cos (]p| sin 9), ^^9, 
r, sin (p^ cos 9, ^^9^ ' 

d. h. die Schraubenachse teilt den kürzesten Abstand der kon- 
jugierten Achsen im Verhältnis der Tangenten der Winkel, 
welche die Schraubenachse mit diesen Achsen bildet. 

131. Die Äquivalenzbedingwngen zweier JSraflsysteme am 
starren Körper. — Sollen zwei Krafksysteme SAiBi und 2iAiBi\ 

i i 

die einen starren Körper angreifen, einander äquiyalent sein, 

so gibt der vektorielle Ansatz S AiBi = S AiBi die not- 

» i 

wendigen und hinreichenden Bedingungen. Dieselben lassen 
sich in mannigfache Form kleiden, da der Ansatz noch gelten 
muß, wenn ich die Gleichung mit einem beliebigen Punkt 
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oder einer beliebigen Ebene oder aucli einer beliebigen Geraden 
äußerlich multipliziere. 

Ich will diese verschiedenen Möglichkeiten näher betrachten. 
Zuerst werde die Qleichxmg SAiBi^ UAi'Bt äußerlich mit 

i i 

einem beliebigen Punkt P multipliziert, so treten die Momenten- 
sommen der beiden Kraftsysteme in bezog anf den Punkt P auf. 
Sodann multipliziere ich dieselbe Gleichung mit einer 
beliebigen Ebene :t und beachte, daß 

[ÄiBi n] = [Äi-Bi :nc] 

ist, wo den Durchstoßpunkt der Kraft [^.BJ mit der 
Ebene üt bezeichnet und [Ät — Bi :t] den sechsfachen Inhalt 
eines Tetraeders bedeutet, dessen Grundfläche die Ebene :t und 



AiB^ auf die Normale 
2:[Ä!Bi' :i:]faUtdann 



dessen Höhe die Projektion der Kraft 
der Ebene ist. In dem Ansatz S\ÄiBi n 

die Ebenem als gemeinsamer Faktor heraus, und es bleiben übrig 
die Summen der Punkte, in denen die Kräfte der beiden Kraft- 
systeme die Ebene n durchstoßen, jeder multipliziert mit einer 
Masse, die gleich der Projektion der zugehörigen Kraft auf die 
Normale der Ebene :t ist. Um die Ausdrucksweise zu kürzen, 
will ich einen Ausdruck einführen,, den Herr Garvallo vor- 
geschlagen hat. Herr Garvallo nennt einen solchen Durchstoß- 
punkt multipliziert mit seiner Masse Büdpmkt der betreffenden 
Kraft auf der Ebene ä, und Büdpu/nht eines Kraflsystems a/af der- 
selben Ebene nennt er den Schwerpunkt der Bildpunkte der 
einzelnen Kräfte auf tc. Hiemach kann ich einfacher so sagen: 
Wird die Gleichung ^[J^BJ- 2?[-4i'J5,'] äußerlich mit einer 

Ebene :% multipliziert, so treten die Bildpunkte der beiden 
Kraftsysteme auf der Ebene % auf. 

Und wird der vektorielle Ansatz 2?[^.-Bf]= 27[J^'5/] 

äußerlich mit einer Geraden |l multipliziert, so treten die 
Momentensummen der beiden Kraftsysteme in bezug auf die 
Gerade ^ auf. 

Eine vierte Form der Aquivalenzbedingung ergibt sich, 
wenn ich die Gleichung 21\AiB^^ 2\AiBi'\ innerlich mit 

einem Vektor S multipliziere, den ich als virtuelle Yerrückung 
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deute. Das innere Produkt [AiBi \ s] stellt dann die Arbeit dar, 
welche die Kraft [ÄiBi] leistet, wenn der starre Körper in der 
Zeiteinheit die Yerrückung 8 erleidet. 

Hiernach kann ich die Äquivalenzbedingungen zweier 
Kraftsjsteme in folgende yerschiedenen Formen kleiden: 

Damit zwei Kraftsysteme, die einen starren Korper an- 
greifen, äquivalent seien, ist notwendig und hinreichend, daß ent- 
weder die Momentensumme des einen Systems in bezug auf einen 
beliebigen Punkt gleich der entsprechenden des anderen Systems 
ist, oder der Bildpunkt des einen Systems auf einer beliebigen 
Ebene mit demjenigen des anderen Systems auf derselben 
Ebene zusamm^iföllt, oder die Momentensumme des einen 
Systems in bezug auf eine beliebige ßerade gleich derjenigen 
des anderen Systems für dieselbe ßerade ist, oder die Arbeit, 
welche das eine System für jede virtuelle Yerrückung des 
starren Körpers leistet, gleich der entsprechenden Arbeit des 
anderen Systems ist. 

Es verdient noch hervorgehoben zu werden, daß die beiden 
ersten Formen der Aquivalenzbedingung einander dual ent- 
sprechen. 

132. Ubtmgen. — 1) Die Schraubenachse wird erhalten 
als der kürzeste Abstand zwischen den kürzesten Abstanden 
der konjugierten Achsen zweier äquivalenter Drehkreuze. 

2) Die Summe der Projektionen zweier konjugierter 
Drehungen auf die Schraubenachse ist konstant und zwar gleich 
der Rotation des starren Systems. 

3) Die Schraubenachse stellt sich dar in der Form 

4) Das äußere Produkt zweier Schrauben, von Klein und 
Sommerfeld ab Moment der beiden Schrauben aufeinander, 
von Ball ab virtueller Koeffizient bezeichnet, ist gleidi 
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133. ZMorä/mmg von Punkt und Ebene im Bcmm, — Wie 
im Yorstehenden Kapitel gezeigt^ beherrscht die allgemeine 
Große zweiter Stufe die Statik und Kinematik des starren 
Körpers. Dieselbe Ghröße fuhrt aber auch zu dem von Möbius 
entdeckten NuUsystenty so daß man sagen kann^ sie bildet das 
Terknüpfende Band zwischen der Mechanik des starren Körpers 
und dem zugehörigen Nullsystem. Dies wiU ich im folgenden 
darlegen. • 

1) Einem gegebenen, am starren Körper angreifenden 
Kxaftsystem entsprechen unendlich viele Kraftkreuze. Unter 
diesen betrachte ich diejenigen, bei denen der eine Arm durch 
einen beUebigen, Ton yomherein gegebenen Punkt A im Baume 
gehen soll, und es entsteht die Frage: wenn der eine Arm 
eines Kraftkreuzes um A rotiert, welche Bewegung führt der 
andere Arm aus? 

Die Kraftkreuze seien 

iAB\ + [CD], [AB^I + [CD'], [^D"] + [C"D"], . . . 

Da sie einem und demselben Kraftsystem gleichwertig sein 
soUen, muß sein 

\AB'\ + [CD] - [AB'-] + [CD'] « [^D"] + [C"D"] «... 

Ich multipliziere diese ßleichungen äußerlich mit dem gegebenen 
Punkt Aj so folgt 

[ACBI = [^C'D'] - [^0"D"] = 

und diese Vektorgleichungen sagen aus: Erstens, die Kraftarme 
[CD], [CD'], \C''B% , . . gehören einer und derselben Ebene 
an; zweitens, diese Ebene enthalt den Punkt A in sich; und 
drittens, die von A mit jenen Kraftarmen eingeschlossenen 
Dreiecke sind inhaltsgleich. 
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Demnach: DrM sich eine Gerade eines Krafthreuzes um 
einen beliebig vorgeschriebenen Ptmkt Ä, so bewegt sich die 
hmjugierte Gerade in einer dem Pmikte A zugeordneten und 
ihn enthaltenden Jbhene a derart ^ daß das Dreieck mit A als 
Ecke und dem zweiten Kraftarm als Gegenseite einen konstanten 
Inhalt besitzt. 

Ich nehme jetzt den dualen Fall. Ich gebe von vorn- 
herein die Ebene a, betrachte alle die Eraftkreuze^ wo der 
eine Arm in dieser Ebene liegt, und frage nach der Bewegui^; 
die dann der andere Arm ausfährt. 

Die Antwort erhalte ich, wenn ich die Gleichungen 

[AB] + [CD] = [^'-B'] + [CD'] = [A"B"] + [C"D"] = • • • 

äußerlich mit a multipliziere^ dann wird 

[AB «] + [CD a] = [A'B' a] + [CD' «] 

= [^"D" a] + [C"D" a] 

Nun sollen die Geraden [CD], [CD'], [C"D"], ... der 

Ebene a angehören, die vektorielle Bedingung dafür lautet 

[CD a] = 0, [CD' «] - 0, [C''D" «] = 0, . . . Demnach er- 

i;ibt sich 

^ [AB a] = [^'D' a] = [^"D" a] , 

d. h. die Ebene « wird von den Geraden [AB], [-4.'D'J, 
[J."D"], ... in demselben Punkte getroffen. 

Demnach: Bewegt sich eine Gerade eines Systems in einer 
beliebig vorgeschriebenen Ebene a, so dreht sich die konjugierte 
Gerade um einen der Ebene u zugeordneten und in ihr liegenden 
Pu/nkt A derart, daß ihre Prcjektion auf die Normale der Ebene a 
konstant bleibt. 

184. Nullpunkt, NuRinie, Nvilld)ene. — Ich betrachte nun- 
mehr eine Gerade, die den Punkt A mit einem beliebigen 
Punkt der Ebene a verbindet, etwa mit C, und multipliziere 
die Gleichungen 

[AB] + [OD] = [^'D'] + [CB^] = [^"D"] + [C D"] 

äußerlich mit [^C], so ist wegen 

Jahnke, Vorlesungen über die Vektorenrechnung. 12 
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[AB AC] = 0, [CD AG] = 
ebenfaUfl 

[A'B' AC] + [C'D' AC] 
= [A"B" AC] + [C"D" AC] = . . . = 0, 

d. h. das Moment des Eraftsystems in bezog auf die Achse 
[AC] Terschwindet. Da nnn dieselbe Betrachtung gilt, wenn 
ich statt ^C die Geraden [AD], [AC% [AD% [AC"l 
[AD"]y . . . nehme, so kann ich sagen: Das Moment des Erafte- 
Systems verschwindet für jede von A ausgehende Gerade der 
Ebene cc. 

Möbius nennt deshalb diese Geraden NuMinien, den 
Pnnkt A NtdlpunM jmA die Ebene cc Nulld)ene. Jedem Punkt 
ist hiemach eine durch ihn gehende Nnllebene zugeordnet und 
zu jeder Ebene gehört ein in ihr liegender Nullpunkt Die 
beiden zusammengehörigen Wirkungslinien eines Eraftkreuzes 
nennt man konjugierte Geraden, die Geraden g Durchmesser 
und die Gerade [^f ] die Hauptachse des Nullsystems. 

Eine andere Eigenschaft des Nullsystems ergibt sich ohne 
weiteres, wenn ich die Gleichungen 

[AB] + [CD]^[AB'] + [C'D% 

[AB'] + [CD'] = [AB''] + [C"D"], usw. 

in der Form schreibe: 

[A B-B'] = [C'D']^[CD], 

[A B' - B"] = [C"D"] - [CD'], 



• m • • 



d. h. die freien Vektoren B — B', B' — B", . . . sind parallel 
der Ebene, welcher die gebundenen Vektoren [CD], [CD'], 
[C"D"], . . . angehören. Demnach, bewegt sidi eine Gerade 
eines Systems in der Nullebene a, so dreht sich die hmjugierle 
Gerade um den NuHpu^kt A derart, daß ihr Endpwnkt eine 
zu a parallele Ebene beschreibt Die Verrüchtmg dieses End- 
punktes läßt sich, nach Größe, Richtung und Sinn, aus den 
zugäwrigen Lagen der ersten Geraden nach den Begeln der 
Vdctoraddition finden. 
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135. Ben NuUpu/nkt einer gegd)enen Ebene m hmstruieren, 
und die duale Aufgabe. — XTm das Nullsystem^ welche? die 
Bewegung eines starren Körpers charakterisiert, yoUstandig zu 
beherrschen, bedarf es noch der Losung zweier Aufgaben, 
einmal den Nullpunkt einer gegebenen Ebene, und umgekehrt 
die Nullebene zu einem gegebenen Punkt zu bestimmen. 

Sei fp eine beliebige Ebene, dargestellt durch einen ge- 
bundenen, Bivektor, so multipliziere, ich die Gleichungen 

[AB\ + [(72)] - [^'-B'] + [CD'] 

äußerlich mit <jp und erhalte 

[AB y] + [CD y] = [J,'^' \p\ + [CD' y] 

Die äußeren Produkte stellen Punkte dar, nämlich die Schnitt- 
punkte der Ebene 9) mit den Geraden des Systems. Die 
Summe je zweier solcher Vektorprodukte stellt wieder einen 
Punkt dar, und dieser Punkt ist, wie die Gleichung lehrt, fiir 
die verschiedenen Erafkkreuze identisch. Demnach^ schneide 
ich die Kraftkreuze eines tmd desselben Systems duri^ eine be- 
liebige Ebene und verbinde die Schmttpankie je zweier hm- 
jugierter Geraden miteinander, so schneiden sich alle diese Ver- 
bindtmgslinien in einem Punkt. Und dieser Punkt ist der Nuür 
punkt der Ebene 9), denn die genannten Verbindungslinien 
sind lauter Nullinien. In der Tat, ich kann die Verbindungs- 
linien darstellen in der Form 

[AB y CD 9], [A'B' y CD' y], . . ., 

und das Moment des gegebenen Systems in bezug auf jede 
dieser Linien verschwindet. 

Ich will noch den Nulljpunkt der Ebene 9) explizite dar- 
stellen. Dazu benutze ich die in Nr. 100 aufgestellte Formel, 
wonach 

[AB g>]^iÄg>]B-lS9>]A, 

so daß der Nullpunkt gleich 

[Ay)]B - [B^}Ä + [C^]!) - [Dy)]C 

= [A'g>]B' - [B'9>]A> + [CV]i)' - lD'g>]C' = • • • 
wird. 

12* 



IgO Vierzehntes Kapitel. Das Nnllsystem. 

Ich suche jetzt umgekehrt zu einem beliebigen Punkt P 
die Nullebene^ dann mxdtipliziere ich die Gleichungen 

[AB] + [CD] = [^'JB'] + [CD'] 

äußerlich mit P und finde 

[ÄBF] + [CDP] « [Ä'B^P] + [C D'P] 

Hier stellen die äußeren Produkte Ebenen dar^ die Summe 
je zweier solcher Produkte gibt wieder eine Ebene^ und diese 
Ebene ist für die einem System äquivalenten Eraftkreuze kon- 
stant. Demnach^ lege ich durch je zwei hynjugierte Geraden und 
einen beliebigen Punkt je zwei Ebenen y so liegen die Spuren 
dieser Ebenenpaare in einer und derselben Ebene. Und diese 
Ebene ist die Nullebene des Punktes Py denn die genannten 
Spuren sind lauter Nxdiinien. 

136. Zusammenhang des NuUsystems mit dem linearen 
Komplex, — Zum Schluß dieser Betrachtung über das Null- 
system will ich noch mit einem Wort darauf hinweisen^ wie die 
Nullinien zu den Grundbegriffen der Liniengeometrie hinführen. 
Nämlich; wie oben gesagt^ heißt Nullinie jede Gerade^ für welche 
das Moment der Liniensumme S^^ yerschwindet. Demnach muß 
die NuUinie 

tt = 3e[-BeJ + ?)[i7ej + ^L-Ee«] + «[e^eg] + mifd^e^ ]+ $R[ei ej 

der Bedingungsgleichung 

[n 2;aJ = 
oder 

iX + jf D + JV3 -j- zs -f raji-j- Z3i = 

genügen, d. h. die NuUinien bilden einen linearen Komplex. 
Und so zeigt sich, wie der erst Ton Plücker zur Entwickelung 
gebrachte Eomplexbegriff bereits in dem Ton Graßmann ge- 
schaffenen Begriff der Liniensumme implizite enthalten war. 

Denjenigen^ welche die Ableitung der Liniengeometrie aus 
den Graßmannschen Prinzipien weiter verfolgen wollen, sei 
die Abhandlung von Herrn E. Müller im zweiten Bande der 
Monatshefte für Math. u. Ph. (1891) empfohlen. 
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Tetraederkonflgurationen. 

187, Die MohivLBScJien Tetraeder. — Ein einfaches Bei- 
spiel eines Nullsystems bieten zwei Tetraeder^ die einander 
gleichzeitig ein- nnd umgeschrieben sind. Daß solche Tetraeder 
möglich und wie sie zu konstruieren sind^ hat zuerst F. Mo bin s 
aufgedeckt. Die beiden Tetraeder seien ÄBGD und Ä^B^C^D^ 
mit den Seitenflächen, a^ ß, y, ö, bzw. a^, ß^^, y^, <f^, dann ist 

2« == [BCDl 2ß ^- [CDÄ], 2y - [BAB], 

2d [ABC], 

2a, = [B,C,D,l 2ß, - - [C,D,A,l 2y, - [A A A], 

2d,^^[A,B,C,l 
Die Ecken A, B, C, D sollen bzw. in den Seitenflächen 
^1? ßi> Ti^ ^1 liegen, daher 

[^«J = 0, [S^J=.0, [C/yJ-0, [D<rj-o, 

und umgekehrt sollen die Ecken A^yB^yC^^D, in den Seiten- 
flächen a, ß, y, d liegen, also 

[^«] = 0, [B,ß]^0, [Cf,y]-0, [A<r]-o. 

Es läßt sich also zunächst der Punkt ^, welcher mit den 
Punkten B^C, D in einer Ebene liegen soll, linear durch diese 
darstellen; und Entsprechendes gilt von den anderen Punkten. 
Auf diese Weise ergibt sich die Darstellung 

(o^B,^X^,A+ . +X,,C+X,^D, 
o>» A ^ hiA + X^^B + • + A342), 
(o,D,-X^A+X^B+X^G+ . , 

wo die Faktoren (o,, oig, ... linker Hand gleich den ent- 
sprechenden EoefGlzientensummen rechter Hand sind. 
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Indem ich nonmelir den Punkt Ä zwinge mit den Punkten 
JB^^ C^, Dl komplanar zu liegen^ also das äußere Produkt 
[ÄBiGiD^ oder [Äa^'^^O setze und entsprechend [Bß^ « 0, . . ., 
erhalte ich zwischen den Koeffizienten Xrt die Bedingungen 

Demnach, wähU man das eine der beiden Möbius^%era 
Tetraeder smn Beeugstetraeder, so stdlen sich die Koordinaten 
der Edcen des anderen durch die Elemente einer schiefsymme- 
irischen Determinante dar. 

Hieraus berechnen sich die Seitenflachen des Vektor- 
tetraeders 

WO 

fT = A23 A^ + Ajj A^ + A^2 ^43« 

Und umgekehrt lassen sich die Ecken und Flächen des 
Tetraeders ABGD durch die Ecken und Flächen von AyB^GiD^ 
durchaus analog ausdrücken. 

Aus dieser analytischen Darstellung der Mob ins sehen 
Tetraeder fließt unmittelbar eine einfache Lagenbeziehung der- 
selben. Dazu bilde ich die Gleichungen der Kanten des Yektor- 
tetraeders A^B^Cy^D^. Ich finde 

+ A^ A23[JB(7] + A,2^,[^D] + (A33 A24- Ai4^8) [C^D], 

08ÖJ4[C^lA]='(i8li4«-^41^82)[^^] +^81^48[^C'] + A32;43[JBC] 

-K^J^^iAD-] - K,J^A^Jy\ - A84^48[C'D], 

folglich 

und entsprechende Relationen bestehen zwischen den übrigen 
Paaren von Gegenkanten. Wenn aber zwischen vier gebundenen 
Vektoren eine lineare Beziehung besteht, so gehören (nach 
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Nr. 98) dieselben einem nnd demselben System von Erzengen- 
den eines einschaligen Hyperboloids an. Daher der Satz: 
Je zwei einander entsprechende Oegenkanlenpame zweier Mobins* 
sehen Tetraeder bestimmen ein System von Erzeugenden je dreier 
einschaliger Hyperboloide. 

Nehme ich jetzt noch die beiden Tetraeder J^J^ (72 A ^^^ 
J^JBgOgDs hinzu^ deren jedes dem Tetraeder ABCD gleich-^ 
zeitig ein- und nmbeschrieben ist, so habe ich es im ganzen 
mit vier Möbinsschen Tetraedern zu tun. Es läßt sich nun 
stets erreichen ; daß jedes Ton ihnen jedem anderen gleichzeitig 
ein- und umbeschrieben ist. Die sechzehn Punkte Ai^ Bi, d, Di 
(i =» 0; 1; 2, 3) bilden alsdann; was man nennt; eine Eummersche 
Konfiguration. Ihre Abhängigkeit läßt sich; wie folgt; zur 
Darstellung bringen: 



X^^^+k(/l^O (t=l,2,3), 



(OirBi = X^^Ä + • +^28^4- ^24-D; 
a^srCi^X^lÄ+X^lB+ • + X^^D, 
a>,rDi-X^^Ä+X^^B+X^^C+ • ; 
02iCD8,ai4r«. = ^^'^{ • +X^^ß + X^ly + X^ild}, 

(o,i(Ou(Ou'ßi=-^^'^{X^^a+ • +4iy + 48rf}> 

(Ou(OufOtrri--»^'^{X^^€c + X^^ß+ . +4irf}' 

q.(0 _ 3(0 .(0 I 3(0 3(0 I 3(0 l(0 
IT — A jg A^j T Ajj A^2 "• '''12 "'iS' 

Soll jedes der vier Tetraeder in bezug auf jedes andere 

ein Mobiussches seiU; so haben die Koeffizienten Xrl noch 
gewissen Bedingungsgleichungen zu genügen. Nämlich, es 
muß sein 

[^,«,1 - [JB,/?,] = [CrO = [ArfO = conBt , . j ^ 1 2 3) 
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Wandle ich diese Vektorbeziehungen in skalare öleichimgen 
um, so ergibt sich 

188. Vierfach htfperboloide Tetraeder. — Ich will jetzt zwei 
Tetraeder betrachten A^A^A^A^, B^B^B^B^ so gelegen, daß 
die Yerbindnngslinieu entsprechender Ecken zur selben Schar 
von Erzengenden eines Hyperboloids gehören. Als entsprechende 
Ecken wähle ich die vier Gruppen 

A^A^A^A^ A^A^A.^A^ A^A^A^A./^ A^A^A^A^ 

B^B^B^B^, B^B^B^B^y B^B^B^B^y B^B^B^B^. 

Das erste Tetraeder sei das Bezugstetraeder, dann lassen sich 
die Ecken des zweiten zunächst darstellen in der Form 

OiBi = anAi + «,-2 J» + UnA^ + «a-^*, 

a< = c«a + a« + «»8 + «a (* = I1 2, 3, 4). 

Sollen die Verbindungslinien entsprechender Ecken der ersten 
Gruppe zu derselben Regelschar eines Hyperboloids gehören, 
so muß eine lineare Beziehung der Form 

m^ IA,B;\ + m^iA^B^I + m^iA,B^^ + m^[A^B^ = 

bestehen. Dieselbe führt zu der bereits von Herrn 0. Hermes 
aufgestellten Bedingung aik= a^i. Nehme ich jetzt die Ver- 
bindungslinien entsprechender Ecken der anderen drei Gruppen 
hinzu, so erhalte ich nach einigen Rechnungen, die ich an 
dieser Stelle übergehe, folgende Darstellung für zwei vierfach 
hyperbohid gelegene Tetraeder: 

*J52 « rg cc^A^ + r^ a^A^ + r^a^^A^ + a^A^, 

*^3 = »'s «8 A + ^«4^ + n ^A + «2-^4* 
*JB4 = r^cc^A^ + rj a^A^ + r^ a^A^ + a^A^y 



wo 
gesetzt ist. 



n' = ^2^8; ^2'=»'d»'i; ^8' = ^1^2 
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Die linker Hand angebrachten Sterne sollen wieder die 
Koeffizientensummen der rechten Seite andeuten. Die Eoeffi- 
zienten hängen^ wie man sieht, von sechs Parametern ab. 
Werden eine bzw. zwei der Ecken Bi gegeben, so existieren 
cx)* bzw. oo^ Tetraeder, die zum Bezugstetraeder vierfach 
hyperboloid gelegen sind. 

Einen speziellen Fall der vierfach hyperboloiden Tetraeder 
bilden die vierfach Perspektiven oder desmischen Tetraeder, 
deren Darstellung aus der obigen hervorgeht, wenn «1=08=03— «4 
und ri=»--l, rg«!, rg« — 1; also r/ = — 1, r^'^l, rj'« — 1 
gewählt wird. 

Noch einen Spezialfall will ich hervorheben, das ist der 
Fall Tj == r, = rj =» 1, also r^ = r^' = Tj' == 1. Alsdann ergeben 
sich vierfach hyperboloide Tetraeder von folgendem einfetchen 
Typ: 

aB^ = Og J.1 + «i^ + a^A^ + «3^.4, 

0J53 =» «3^.1 + «4^ + «1^3 + «2-^4; 

aJB4==a4^i+ «3^ + f^A+ «1^4; 
= 01+02+^+ «4- 

Diese beiden Tetraeder sind isobar, weil 2Bi = UAi. 
Femer gilt von ihnen: Liegen zwei Tetraeder zu einem dritten 
vierfach hyperboloid, so liegen sie auch untereinander vier- 
fach hyperboloid. Bezeichne ich endlich den Inhalt des von 
den Gegenkanten BiÄk, BrAg gebildeten Tetraeders mit 

r,l^[BiÄ, BrÄ.l 

so hat dieser Typ die Eigenschaft, daß folgende sechzehn 
Tetraeder gleichen Inhalt haben: 

TVi = ^ü = - T\X =-TU= W - «1») [A^4,^J, 

und daß die weitere Relation besteht: 



186 Fünfzehntes Kapitel. Tetraederkonfignrationen. 

Dieser (in der Literatur mehr£nch behandelte) Tjp vierfach 
hyperboloider Tetraeder beanspracht ein besonderes Interesse 
noch dadurch, daß er znsammen mit den MSbiusschen Te- 
traedern in enger Beziehung zn der Theorie der Thetafonktionen 
von zwei Ai^omenten steht, wie ich in der nächsten Knmmer 
kons darlegen wilL 

139. Zusammenhang der Möbinssc^ tmd der vierfach hyper- 
bdoiden Tdraeder mit den hgperdlipHsehen ThetafuiMonen. — 
Ich betrachte 16 Punkte At, Bi, d, Di {i = 1, 2, 3, 4), die sich 
dnrch die Ecken des Bezngstetraeders E^fE^, E^, E^ wie folgt 
darstellen lassen: 

*A^ = a^Ey - tt^Et - a^Eg + a^E^, 

*A^ a^Ei - a^Ei + a^E^ + tt^Et, 

*A^ = a,E^ + a^E, + a^E^ + a^E^, 

*A^ = «4^^! — a^E^ + «i^-Ej - ttiK^ 

*B^ - oi^i + «1^;,. 4- «4 J?, + «j-E^, 
*Bi = a^Ei — a^Ei + a^E, - atE^, 

*Sj cc^E^ + a^E^ + oj^s - a,E^, 

*Bi= tt^E^ + UiE^ - «1 J?j - ajJE?^; 

*Ci tt^E^ + «4 Ji - a^E^ + u^E^, 

*Ci = «4^1 +a^E, + a^E^ + c^E^, 
*Cs= «1-^1 + «, JS^ - «sEs - tt^E^, 
*C4 = a^E^-a^E^- u^E, + a^E^; 

*Di ttiEi - a^E^ + a^E^ + a^E^, 

*A «s-E?i + «4-E?s + «1-^8 - a»-£^l, 

*A OiEi+a^E^-a^Et+a^E^, 

*Dt, = aiEi+tt,E, + a^E^ + a^E^, 

wobei ich aof der linken Seite die mich im folgenden nicht 
weiter interessierenden Gewichtssnmmen darch Sterne an- 
gedeutet habe. Es interessiert uns an dieser Stelle auch nichl^ 
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daß die sechzehn Paukte in der Anordnung A^B^C^D^, 
A^B^C^B^y A^B^G^B^y A^B^G^B^ die Ecken von vier Te- 
traedern bilden^ die zum Bezngstetraeder E^E^E^E^ desmisch 
liegen. Von Bedeutong f&r die gegenwärtige Betrachtung ist 

es^ daß die vier Tetraeder 

Aj^B^G^B^y 

AB,G,B,, 

AB,C,B^, 

A^B^G^B, 

znm Bezngstetraeder vierfach hyperboloid gelegen sind. Und 
auch die Konfiguration, welche durch die Möbiusschen 
Tetraeder definiert ist, kommt unter den sechzehn Punkten 
vor. Nämlich, die Tetraeder: 

A^B^G^B^, 

^B^G^B^ 

sind dem Tetraeder A^B^G^^B^ gleichzeitig ein- und um- 
geschrieben. Dies erkennt man, wenn man folgende Be- 
ziehungen berücksichtigt (vgL Gaspary, Ann. de l'Ec. Nor- 
male (3)10,282): 

Ak^ — uzhBA + cc2k Ga. + «1*2)4, 

(Ä = 1, 2, 3) 
Oa= — a2A-44+ aiAÄ+ «saDa, 

Da — — aiA-44 — «2*^4 — «8* Gly 

wo die Omn einem orthogonalen Neunersystem angehören: 
aoii = Ol* — «2* — «8* + «4*, ««12 = 2(ai «i + «8^4), 

"«13'== 2(03 «4 4- a^a^y 

aa,i«2(«ia2-f OgO, ««sä"' öf^*— «2*+ c%*~ «4*7 

aoga"' 2(02 08— 01^4), 

«^«81 = 2(0304 — O1O8), 0082 == 2(0iO8 + Cfi04), 

«^3= «1*+ V— ^*— "4^ 
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Dies voransgesetzt eriimere ich nnnmelir daran, daß die 
Theorie der hyperellipidachen Thetas auf sechzehn Thetafanktioneii 
znrückgeffihrt werden kann^ ähnlich wie Jacobi die elliptischen 
Funktionen zn vier Thetas zusammengezogen hat. Nun lassen 
sich die Thetaquadrate von zwei Argumenten stets linear durch 
passend gewählte drei oder vier unter ihnen ausdrücken, durch 
drei, das sind die Rosenhainschen, durch yier, das sind die 
6 öp eischen Relationen. Dies bringt auf den Gedanken, die 
sechzehn hyperelliptischen Thetaquadrate durch Punkte im 
Raum darzustellen, da doch jeder Punkt im Raum linear 
durch vier beliebige Punkte ausgedrückt werden kann. Setzt 
man nun die Oöp eischen Relationen auf diese Weise in Rela- 
tionen zwischen Punkten im Raum um und untersucht dieselben 
genauer, so erkennt man, es sind gerade die Relationen, wie 
sie bei vierfach hyperboloid gelegenen Tetraedern auftreten; 
und ebenso führen die Rosenhainschen Relationen gerade 
zu den Mobiusschen Tetraedern. Dieser Zusammenhang ist 
um so interessanter, als man berechtigt ist zu sagen: Alle 
Relationen, die an vierfach hyperboloiden bzw. Mobiusschen 
Tetraedern auftreten, entsprechen den Oöpelschen bzw. Rosen- 
hainschen Relationen, oder was dasselbe ist, die „Web er sehen 
Tetraeder erster Art'' sind lauter Möbiussche, die „Weber- 
sehen Tetraeder zweiter Art" (vgl. H. Weber, Joum. f. d. reiue 
u. angew. Matii. 84) sind lauter vierfach hyperboloide Tetraeder. 
Dieser Satz ist, was die Rosenhainschen Relationen angeht, 
wohl zuerst von F. Gaspary ausgesprochen worden. 

Auf Gfrund dieses Zusammenhanges will ich den hier be- 
trachteten Typ vierfach hyperboloider Tetraeder in den nach- 
stehenden Übungen (Nr. 140, 148) kurz als Oöpelsche Te- 
traeder bezeichnen. 

140. Übtmgen, — 1) Die Göpelschen Tetraeder 
haben gleichen Inhalt. 
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2) Die Teiaraeder 

A,Ä,B^B, A,ä,ChCi AnAtLnDi B,B,ChC„ 
4t^Bti3'4, AtA^CtCi, ÄtAiDtD^, B^B^CiC*,'" 

(Ä, Ä, ? = 1, 2, 3; 2,3,1; 3,1,2) 
liegen zueinander einfach hjperboloid. 

3) Sind ?7i CT, ü, Oi, r^riraVi, WiWiWgWt drei OtÖT^el- 
sche Tetraeder, so sind folgende Tetraeder inhaltsgleich: 

[Ok n TT» Fi] = [Ut Vi Wi Fi], 

*•■ ■- '. *-" (Ä,Ä,J = 1,2,85 2,3,1; 8,1,2.) 

\Un n F, FJ = [Vi V4. W^ F*]. 



Sechzehntes Kapitel. 

Anwendungen auf die Oberflächen und BanmknrTen. 

141. Allgemeine Erzeugung der Oberflächen, der Kompleccey 
der Batmhurven tmd der l^aMenkongruenzen. — Ich bezeichne 
mit Äj B,,. , feste Punkte^ mit a, ß, . .. feste Ebenen^ mit 

X^x^Ei + x^E^ + x^E^'+x^E^, x^ + x^ + x^ + x^^^l, 

einen yariablen Punkt. Alsdann stellt das äußere Produkt 

[XÄ a B /9...] 

einen Punkt oder eine Gerade dar^ je nachdem das letzte 
Element in dem äußeren Produkt eine Ebene oder ein Punkt 
ist. Wird das äußere Produkt vermittelst des Fundamental- 
satzes der regressiven Mxdtiplikation transformiert^ so ergibt 
sich ein Ausdruck^ der in den Koordinaten Xi homogen und 
vom ersten Ghrade ist. Demnach stellt ein äußeres Produkt^ 
wo der Punkt X m-mal vorkommt, einen homogenen Aus- 
druck m*^ Gfrades in den Xi dar. 

Um nun die verschiedenen, möglichen äußeren Produkte 
unterscheiden zu können^ benutze ich den Begriff der Dimen- 
sion oder^ wie Graßmann sagt, den Begriff der Stufe. Erteile 
ich dem Punkt A die Stufe Eins, so hat das äußere Pro- 
dukt [XA\ die Stufe Zwei, die Ebene a die Stufe Drei, das 
äußere Produkt \XA a\ die Stufe Fünf usw. Es genügt 
offenbar die Stufenzahl mod 4 zu nehmen. Demnach werden 
nur äußere Produkte auftreten, deren Stufen = 0, 1, 2, 3 
mod 4 sind. 

Ist die Stufe eines äußeren Produktes gleich Null^ 
so enthält es weder die Ei noch ihre äußeren Produkte 
[EiEj^, \EiEkEi\f es ist eine homogene Funktion n^^ Grades, 
wenn der Punkt X n-mal vorkommt. Daher: 
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Em gleich Null gesetztes mßeres PtodiM, dessen Stufe 
^ 0; mod 4 ist, und wdches den PuvM X n-mcd entJuät, 
stellt die Gleichung einer vom Punkte X "beschriebenen odgArair 
sehen Fläche n*®' Orämmg da/r. 

Tritt an die Stelle des variablen Punktes X die variable 
£ibene i« «, «, <, *. 

SO ergibt sich der duale Satz: 

Ein gleich NuU gesetztes äußeres Produkt, dessen Stufe 
= 0^ mod 4 ist, und uoelches die Ebene § n-mal enthält, 
stellt die GleicJiung einer von der Ebene § eingehüllten cUgebrai- 
sehen Fläche n*^ Klasse dar. 

Und ersetze ich endlich den Punkt X durch die variable 
Gerade j, so kann diese entweder als Verbindung zweier 
Punkte oder als Schnitt zweier Ebenen aufgefaßt werden. 
Alsdann findet man: 

Ein glmh NuU gesetztes äußeres Produkt, dessen Stufe 
= 0; mod 4 ist, und welches die Gerade f n-mdl enOuüt, 
stellt die Gleichung eines algebraischen Kompleoces dar. Dieser 
Komplex ist entweder von der w*®^ Ordnung oder von der n^^ Klasse, 
je nachdem die Gerade % die Verbindung zweier Punkte oder der 
Schnitt zweier Ebenen ist. 

Ich gehe nunmehr zu den äußeren Produkten über^ deren 
Stufe ^ 1 oder = 3; niod 4 ist. Dieselben lassen sich dar- 
stellen in der Form [PQ q] oder in der Form [ütx E], 
Nun liefert aber der Fundamentalsatz der regressiven Mxdti- 

plikation ^p^ Q]-{.Pq']Q-[Qq1P, 

[ütx E] = lctE]x — [7cE]ct. 

Folglich spaltet sich die Vektorgleichung l_PQ 9] = in die 
beiden Gleichungen 

[■P(?] = 0, [Q9] = 0, 

and analog zerfallt die Yektorgleichnng [stx ü] = in 

[fltJB] = 0, [xB] = 0, 
d.h. 
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Ein gleich NuU gesetztes äußeres Prodtikt, dessen Stufe 
= 1 oder = 3, mod 4 istf stdU entweder die Gleichimg 
einer BmmJeurve oder einer abtcickdbaren Fläche oder einer 
SkiMenhongruenz dar, je nachdem das erzeugende Element 
des äußeren Produktes ein Punkt oder eine M)ene oder eine 
Gerade ist. 

Dieses letztere Theorem ist znerst Ton Ferdinand Caspar y 
ausgesprochen nnd bewiesen worden^ während das oben mit- 
geteilte^ welches die Erzengang der Oberflächen behandelt^ 
schon Ton Hermann Oraßmann herrührt. 

142. Gleichung des einschaligen Hyperboloids, — Sei X ein 
beweglicher Punkt und -4, J?, C, D, Ey JE sechs feste Punkte. 
Ich bilde daraus die drei Stäbe [AB\y [CD], [EF]y dann 
stellt \XAB\ die durch den Punkt X und' den Stab \AE\ be- 
stimmte Ebene dar, folglich \XAB CBI einen Punkt, 
nämlich den Durchstoßpunkt jener Ebene mit dem Stab [OD]. 
Bezeichne ich nun für den Augenblick' diesen Punkt mit P, 
so erkenne ich, daß die Gerade XP die beiden Geraden AB 
und CD trifft. Soll sie auch die Gerade EP treffen, so habe 
ich nur nötig, zu setzen 

[P EF X] = 0, 

woraus, wenn P durch [X AB CU] ersetzt wird, folgt 

[X AB CD EF X]»0 

als Gleichung des Ortes aller Geraden, welche die drei festen 
Geraden AB, CD, EF ständig schneiden. Dies ist also die 
Gleichung des einschaligen Hyperboloids mit [^P], [OD], 
[EF\ als Erzeugenden. 

Dieselbe läßt sich leicht noch in eine andere Form bringen 
bei Benutzung der Identität (ygl. Nr. 123) 

[AP BCD}':=^[ABCD]P-[PBCD]A. 

Dann wird zunächst 

[XAB CD]==^[XABC]D-[XABD]C, 

und die in Rede stehende Gleichung nimmt die Gestalt an 
- [XABC][XDEF] + IXABD][XCEF] = 0. 
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Da die äußeren Produkte [XÄBG], . . . [XCEF] Determinanten 
sind; so ist hiermit die Gleichung des Hyperboloids in jene 
Form gebracht; wie sie gewöhnlich in der analytischen Oeo~ 
metrie benutzt wird. 

Ich will die Gleichung des betrachteten Hyperboloids der 
Kürze halber schreiben in der Form 

so daß also 

$ = - [XÄBC][XDEF\ + [XÄBD][XCEF] 
gesetzt ist. 

Yertaasche ich jetzt die Punkte JB und .C, so erhalte ich 
ein zweites Hyperboloid 

§i=[X AC BD EF X] = 0, 

welches mit dem Hyperboloid ^ die Erzeugende \EF] ge- 
meinsam hat und es wird 

$1= [XÄBG][XBEF] + [XÄCD1[XBEF]. 

Zwischen den Determinanten, die in $ und ^^ vorkommen, 
besteht nun eine einfache Identiiat, die aus der bekannten 
Punktgleichung 

[XBCD]Ä - [XCDÄ]B + [XDÄB]C- [XÄBCßD 

= [ÄBCB]X 

fließt, weim dieselbe mit [XEF] äußerlich multipliziert wird, 
namUch 

[XBCD][XÄEF] - [XCDÄllXBEF] +[XDÄE\[XCEF] 

-[XÄBC][XDEF]^0. 
Führe ich noch die Abkürzungen ein 
[XBCD'\[XÄEF] = ^, IXDAB^IX CEF] = F, 
[X CBÄ\ [XBEF] = B, \XABC^ [XDEF] = J, 

so nimmt die Identilat die Form an 

Jahnke, YorleBimgeii Aber die Yektorenzechnimg. 13 « 
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Die Ausdrücke ^ nnd ^^ schreiben sich hiemach ein* 
fecherso $ = r-z/, ^i=B + J. 

Durch Multiplikation folgt 

eine Identität^ die bereits von Gayley (Lond. Math. Soc. 4, 21) 
anfgefunden worden ist 

Dieselbe laßt sich noch umformen, wenn ich die Identität 

quadriere y so daß 

25r- 2^^ = B»+ r*~ -4*- ^* 

wird. Alsdann ergibt sich 

148. Übtmgen. — 1) Die Gleichungen der Hyperboloide, 
welche bei den Göpelschen Tetraedern auftreten (vgl. Nr. 139), 

sind [X Ä,B, A^B, A^B, X] = 0, 

[X A^B^ A^B^ A^B^ X] = 0, 

[X A^B^ A^B^ A^B^ X] = 0, 

[X A^B^ A^B^ A,B, X] = 0; 

skalar umgesetzt mit 
xX^ x^E^ + x^E^ + x^E^ + x^E^^, x==x^ + x^ + x^+ x^ 

erhalten sie die Form: 

+ «2 («3* -" O K^ + ^3^4) == ^f 

^W- ^^) (^2^8 + a^iÄ^J + «1(02*- a^*) (a^ai»! + aj^ajj 

+ «4(01^ - «2^) (a^iajg + x^x^) = 0, 

«^(V— «2^) (^2^8 + ^1^4) + «2(01* - O (iTsa;! + ÄJgrrJ 



•^2^8 ' *^l'^l 


«jOs «4 


(^ÄJjfl/j + ^2^4/ 


a4«2 «8 


*^l*^ "T ^^4 


«»«4 «2 
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Diese Gleichnngen erlauben eine merkwürdige Zerlegung, die 
ich ebenfalls mitteilen will, wobei ich mich anf das erste ^er 
Hyperboloide beschranke: 

(«3»- «4")«! + («1 «4 - «1 O^S + («««4 - «1 «8)^4 «4^8 " «8 «4 

Und endlich laßt sich diese Gleichung noch in die elegante 
Form bringen 



-=0. 



2) Zu beweisen, daß die vier Hyperboloide der vorstehenden 
Übung denselben Mittelpunkt besitzen, und daß dieser Mittel- 
punkt in den Schwerpunkt des Bezugstetraeders fallt. Dabei 
ist vorausgesetzt, daß die Koeffizienten ci^; c^; 0%, 0(4 voneinander 
verschieden sind. 

144. Sätze Gremonas über die hubische Baumkurve. — 
Die Raumkurve dritter Ordnung wird von jeder Ebene in drei 
Punkten getroffen. Demnach ist jede durch sie hindurch- 
gelegte Eegelfläche, deren Spitze auf der Raumkurve liegt, 
von der zweiten Ordnung, denn jede durch die Spitze gehende 
Ebene schneidet sie nur längs zweier Leitlinien. Ich betrachte 
nun sieben Punkte der Raumkurve, die ich bezeichne mit 
X, A, By Gf D, E, Fy einen variablen und sechs feste Punkte. 
Dann büden die Stäbe [XÄ], [XB], [XC], [ZD], [XE], 
\_XF] sechs Leitlinien einer Eegelfläche zweiter Ordnung. Da- 
her liegen die sechs Punkte J.', B\ C, 2)', E', F\ in denen 
diese Leitlinien von einer Ebene geschnitten werden, auf einem 
Kegelschnitt. Daraus folgt nach dem Satze des Pascal 

[A^B^ D'E' B'a E'F' C'D^ F'Ä^] = 0, 

oderwemi ^^,^, D^E'] = P\ 

[B'C E'I']^Q\ 
[CD' F^Ä'] = B' 
gesetzt wird, [P'i^'iJ^] = 0. 

13* 
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Diese Gleiclmng bringt znm Ansdnick^ daB die drei Punkte 
P'; Q\ ü' anf einer Geraden g liegen. Lege ich dnrch den 
Pnnkt X und die Gerade g eine Ebene i, so liegen die vier 
Punkte X, P', Q\ JR^ in der Ebene |^ diese eniMlt also 
die drei Geraden [XP'], [XQ% C^-B']- Anderseits Uegt P' 
auf [AJB'I und [D'-B'], oder [ZP'] liegt in den beiden 
Ebenen [XJL'B'] und [XD'-B']. Da nun diese Ebenen mit 
den Ebenen \XAB\ und \XDE\ zusammenfallen^ so ist die 
Gerade [XP'] der Durchschnitt dieser beiden Ebenen , d. h. 

[XP'] = [X^B XDE\, 

[XQ'^ = \XBG XEF], 

[XB']^[XCD XFÄl 

Da die Geraden [XP'], [X^'], [XU'] der Ebene | angehören^ 
so erhalt man den Satz: 

Legt man durch einen PunU X einer Jcuhisdien Baumhurve 
und dwrch die Seiten eines dieser Kurve eingeschrid)enen Sechs- 
ecks sechs Ebenen, so liegen die drei JDurchschnittslinien je zweier 
Gegenebenen in einer Ebene |, welcher auch der Punkt X 
angehört. 

Der Durchschnitt der beiden Ebenen [XAB\, \XDE] 
trifft die Geraden [ABI und [DE], d. h. er geht durch die 
Punkte \XAB DE\ und [XDE AB\ Setze ich also 

[_XAB DE]=^L, [XDE AE\^L\ 

[XBC EF]^M\ [XEF BG]=^M, 

[XCD -F^] = iV, [XFA CB^^^N", 
so wird 

[XP'] = [ZZ'], [XQ'^^[MM% [Xi?'] = [iVi^'], 

woraus, weil doch die Geraden [XP'], [X^'], [Xi?'] der 
Ebene | angehören und sich in X schneiden, folgt 

[LV MW NN']^0, 
d.h. 

Legt man durch einen Punkt X einer kubischen Bamnkurve 
und durch jede Seite eines ihr eingeschriebenen Sechsecks eine 
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• 
Ebene, welche die Cregenseite schneidä, so ergeben sich sechs 
Schnittpunkte: diese liegen in einer Ebene und bilden ein 
BriAnchonsches Sechseck, dessen Brianchon^c^er Punkt X ist 
(ygl. F. Gasparj; Snr les cubiqnes gauches. Darbonx, Ball. 

(2) 11, 222—236, 1887). 

• 

145. Die ChAslessche Fläche, — Als Ghaslessclie Fläche 
bezeichne ich den geometrischen Ort der Spitzen aller Kegel 
zweiter Ordnung, welche durch sechs gegebene Punkte gehen« 
Nenne ich diese A, B, C, D, E, F und die variable Spitze Z, 
so folgt aus den Darlegungen der vorigen Nummer, daß die 
sieben Punkte i, M\ N, L\ My N, X in einer Ebene liegen. 
Wähle ich von diesen außer X noch drei beliebig aus, so 
hat man [X L' M N]^0 oder 

[XDE AB XEF BG XCD i^^X] = 

als Gleichung der Ghaslesschen Fläche (vgl. die oben zitierte 
Abhandlung Gasparys). 

Aus dieser Gleichung kann man unmittelbar eine Er- 
zeugung der Fläche ablesen, nämlich diese: 

Legt man durch die sechs Seiten eines räumlichen Sechsecks 
und einen variablen JPu/nkt sechs Ebenen, bestimmt deren Durch- 
schnitte mit den Gegenseiten und unterwirft den variablen Punkt 
der Bedingung, mit drei beliebigen dieser sechs SchnittpunJcte in 
einer Ebene zu bleiben, so beschreibt der variable Punkt die 
Ghaslessdie Hache, 

Die Gleichung der Fläche läßt sich noch in bemerkens- 
werter Weise umformen. Man hat nämlich unter Anwendung 
des Fundamentalsatzes der regressiven Multiplikation 

r = IXADE]B - [XBDE]A, 

Jf = [XBEF] C - [XCEF]B, 

N^[XCDF]A - IXACD]F. 

Dann nimmt die Gleichung der Fläche zunächst die Ge- 
stalt an: 

[XABG] [XADE] [XBEF] [XGDF] = [XACD]%, 
wo 
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31 = [XÄDE] [XBEF] [XBCF] 

- iXBLE] \XBEF] [XAGF] 

+ IXBBE] iXCEF] \_XABF] 

gesetzt ist. Nun ist nach der Momentenformel 

[XBGE'[ I - [XBCF] E + [XBEF] C - [XCEF] B 

+ [BCEF] Z =- 0, 

worans durch äußere Multiplikation mit [XAF]: 

[XBCF] [XAEF] - [XBEF] [XACF] 

+ [XCEF] [XABF] = 

folgt. Benntze ich diese Relation, so wandelt sich §[ am in 

St = [XBCF]{[XADE] [XBEF] - [XBDE] [XAEF])- 

Wende ich noch einmal die Momentenformel an, so fließt 
aus ihr auf ähnlichem Wege wie ehen 

[XADE] [XBEF] - [XBDE] [XAEF] 

- [XABE] [XBEF] - 0. 
Dann finde ich endlich 

St - [XBCF] [XA BE] [XDEF]. 
Hiemach erMlt die Gleichnng der Ghaslesschen Fläche die Form 
[XABC] [XADE] [XBEF] [XCDF] 
- [XACD] [XBCF] [XABE] [XDEF] - 0. 

Dabei sind die Faktoren nichts anderes als Determinanten 
vierter Ordnung; z. B. bedeutet [XABC] die Determinante 

X, A, B, C, 

X2 Ä^ S^ Gg 

^8 -^ ^8 ^8 

X, A, B, C, 

» 

WO Äiy Biy Giy Di, Xi (i = 1, 2, 3, 4) die homogenen Koor- 
dinaten der Punkte Ä^ B, C, D, X bezeichnen. 

Ich will noch mit einem Wort auf den Znsammenhang 
der Ghaslesschen Flache mit der Theorie der Thetafonktionen 
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von zwei Argamenten hinweisen. Wie znerst Herr Schottky 
gefunden hat, lassen sich die Koordinaten der Fläche als Produkte 
Yon vier Thetas darstellen^ von denen drei tmgerade sind. Gas- 
pary fand alsdann eine zweite, wesentlich verschiedene Dar- 
stellnng; er zeigte, daB sich ihre Koordinaten durch die Produkte 
von drei Thetas ausdrücken lassen, wobei nur eine tmgerade 
Punktion vorkommt (vgl. Darboux Bull. (2) 15, 308—317, 1891). 

146. Die BauerSG&e Fläche, — Ich will noch eine 
Anwendung des Gr aß mann sehen Satzes, der sich auf die Er- 
zeugung der Oberflächen bezieht, geben. Die geometrische Er- 
zeugung der Bauerschen Flache (Münchner Sitzungsber. 18, 
337—354, 1888) ist geknüpft an zwei Tetraeder A^A^A^A^ 
und B^B^B^B^, Treffen die vier von einem Punkte X aus- 
gehenden Sbrahlen XJL^, XJi^, X^, XA^ die entsprechenden 
Ebenen des zweiten Tetraeders in Punkten Q^y Q^y Qg, Q^ und 
liegen diese in einer Ebene, so beschreibt der Punkt X die 
in Rede stehende Flache. Nenne ich die Seitenebenen der 
beiden Yektortetraeder cr^, o^, a^y a^^ ß^, ß^y ßs9 ß^, so lassen 
sich die Punkte Q,-, wenn ich von ihren Gewichten absehe, 
wie folgt darstellen: 

Qi^lXAi ßi] (» = 1,2,3,4). 

Die Bedingung dafür, daß Q^, Q^, Q,, Q^ komplanar liegen, 
lautet 

demnach ergibt sich als Gleichung der Bauerschen Fläche 

[XA, ß, XA^ ß, XA, ß, XA^ /J4]==0, 

d. h. die Fläche ist von der vierten Ordnung. Ihre Eigen- 
schafben kann ich unmittelbar ablesen, wenn ich die Gleichung 
vermittelst des Fundamentalsatzes der regressiven Multiplikation 
umforme. Es ist nämlich 

[XA, ft] = [Zft] ^ - [^.ft] X 

Werden diese vier Ausdrücke äußerlich miteinander mul- 
tipliziert, so ergibt sich 
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- ^3 IXA^AA,-] + ^ [XA,A,Ä,] = 
oder wenn 

gesetzt wird: 

[.Aß^ gJ + LAß.] gä + [^ft] gg] + [^.^J g|] 

Diese Gleichungsform laßt unmittelbar eine Reihe von 
Eigenschaften der Banerschen Flache hervortreten. Die Glei- 
chung ist identisch erfüllt, wenn der Punkt X auf einer der 
Kanten des Tetraeders (J5) liegt, demnach enthält die Flache 
die sechs Kanten des Tetraeders (JB), und die Ecken desselben 
sind Knotenpunkte der Flache. Die Gleichung ist weiter 
identisch erftillt, wenn X gleichzeitig dreien der Seitenflächen 
des Tetraeders (Ä) angehört, wenn also X in die Ecken Ai fällt, 
denn es ist doch 

Demnach enthält die Bauersche Fläche auch die Ecken des 
(-4) -Tetraeders. 

Betrachte ich femer die Spuren [«< /JJ (t = ii 2, 3, 4), so 
zeigt sich die Gleichung identisch erfüllt, wenn der Punkt X 
einer dieser Schnitt^eraden angehört, d. h. die Fläche enthält 
noch vier weitere Geraden, nämlich die Durchschnitte ent- 
sprechender Tetraederseiten [at ßi]. 

Demnach besitzt die gesuchte Fläche vierter Ordnung die 

vier Knotenpunkte [ß,ß,ß^, [Äi»4A], [ßJM, [Ä Aft] ^d die 
zehn Geraden [ß,ß,l [ß,ß,l [ß,ß,l [ß,ß,l [ft/?,], [ß,ß,l 

[«lA], [«2^1, [«SÄ], [«4^]- 

147. Mne Eamnhurve viertm Qrades und erster Spezies, — 
Ich will nunmehr auch von dem Caspary sehen Theorem, 
welches die Erzeugung der Baumkurven behandelt, eine ein- 
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fache Anwendung beibringen. leb gebe aus von der Vektor- 
gleicbung ^x 0,0,113 X 1^,%,i, Z] = 0, 

wo üiy ü^f ü^] ^19 ^2^ ^8 ^^^^ Geraden im Raum bedeuten. Das 
äußere Produkt linker Hand bat eine Stufenzabl = 3^ mod 4. 
Diese Gleicbung zerfallt gemäß den Überlegungen der Nr. 141 
in die beiden Gleichungen 

[Z 0,0,03 Z]«0, [X M2»s x]-o, 

und diese stellen^ wie aus Nr. 142 hervorgeht, einschalige 
Hyperboloide dar, deren Erzeugende O,, O,, Q3 bzw. i^, i^, i^ 
sind. Nun schneiden sich zwei Flächen zweiten Grades im 
allgemeinen in einer Raumkurve vierten Grades und erster 
Spezies ; demnach definiert die Yektorgleichung 

[X 0,0,03 X*,li,*3 X]-0 

eine Raumkurve vierten Grades und erster Spezies und spricht 
folgende Erzeugung derselben aus: 

Schneiden die Schenkel eines Winkels je drei beliebige Ge- 
radeny so beschreibt der Scheitd des WifJcds eine Baumkurve 
vierten Grades wnd erster SpessieSy für welche — wie ich gleich 
hinzufügen kann — sämtliche sechs Geraden Sekanten sind. 

Nun erinnere ich an die Erzeugung, welche die Gleichung 

[X 0,0,03 X| = 

für das einschalige Hyperboloid ausspricht. Sind drei beliebige 
windschiefe Geraden gegeben, so wird diese Regelfläche von 
einem Punkt X beschrieben, dessen Bewegung an folgende 
Bedingung geknüpft ist: Lege ich durch ihn und die erste 
Gerade eine Ebene, welche die zweite in einem Punkt Q 
trifft, so muß die Ebene, welche durch Q und die dritte Gerade 
hindurchgeht, wieder den variablen Punkt enthalten. 

Aus dieser Erzeugung folgt, daß ich die Gleichung des- 
selben Hyperboloids auch in folgenden Formen schreiben kann: 

[Xu, X», «,] = 0, 
oder 

oder 

[X«, X«i «,] = 0. 
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Da die entsprechenden Überlegungen auch für die andere 
Gleichung [X itfests -X] » gelten, so ergibt sich der ^atz: 

Seien zwei Systeme von je drei Geraden gegeben. Legt mom 
durch einen Pimict X des Baumes u/nd du/rd% je zwei Geraden 
des einen wie des andern Systems Ebenen^ und schneidet die 
Spur dieser Ebenen jedesmal die zugekörige dritte Gerade^ so be- 
schreibt der PunJct X eine BaMmkurve vierten Grades und erster 
Spezies, für welche sämüiche sechs Geraden Sekanten sind. 

148. Mne Baumkurve neimten Grades. — Ich gehe aus 
von der Vektorgleichung 

[XA,a, XA^a, XA,a, XB,ß^ XB,ß, XB,ß, C] = 0, 

wo J-i, A^, A^y B^, B^y Bq, C feste Punkte und ct^, «g, a^* 
ßif ß^} ßs ^^^^ Ebenen bedeuten. Da die Stufenzahl des Pro- 
dukts linker Hand = 3, mod 4 ist, stellt die Gleichung eine 
Baumkurve dar. Um deren Grad zu finden , zerfalle ich die 
Gleichung gemäß den allgemeinen Überlegungen der Nr. 141 
in die beiden Gleichungen 

[XAnOi XA^a^ XA^a^ G] =» 0, 

[XBJ, XB,ß, XB,ß, C] = 0, 

und diese stellen Flächen dritten Grades dar. Ihr Schnitt ist 
eine Kurve neunten Grades. Demnach ergibt sich: 

Bewegen sich zwei veränderlidie Tetraeder mit gemeinsamer 
Spitze X, so daß sich ihre Grundflächen um denselben, die sechs 
von X auslaufenden Kanten um verschiedene feste Punkte drehen, 
wahrend die sechs Ecken der Grundflächen in festen Ebenen 
liegen, cdsdcmn beschreibt die gemeinsame Spitze ein/c Kurve 
neurUen Grades. 

Diese Kurve ist übrigens — wie hinzugefügt werden 
mag — eine allgemeine Kurve neunten Grrades^ da jene Glei- 
chungen allgemeine Flächen dritten Grades repräsentieren. 
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Tektordifferentlation mit Anwendungen auf die Mechanik 
des starren Körpers nnd die Elektrizitätslehre. 

149. DifferenHai von Punkt und Vektor, — Denke ich mir 
den freien Vektor a = -4. — JE veränderlich und um den Punkt E 
gedreht; so möge er in eine neue Lage a'» J.'^ J? kommen. 
Alsdann stellt der Vektor a' — a =» J.' — JL die Änderung dar, 
welche a bei der Drehung erfahren hat (Fig. 31). Wird diese 
inderung unendüch klein, so daß ich ^.d^^^^^ 

a' — a = da setzen kann, so erkenne ich, ^^^^-^-r"^"''^^^^ \ 

daß dctö Differential eines freien Vektors ar* 

wieder einen freien Vektor darstdU. In Fig.si. 

der neuen Lage ist der Vektor gleich 9, + da geworden. 

Hieraus ergibt sich unmittelbar die Bedeutung des Differen- 
tials eines Pwnktes. Denn da a = J. — ^, wo JE relativ zu A 
fest gedacht ist, so wird — unter Beibehaltung der Differentiations- 
reget für Summen — da » dA, Linker Hand steht ein freier 
Vektor, demnach muß das Differential eines Punktes ebenfalls 
einen freien Vektor darstellen. 

Bei weiterer Differentiation ergibt sich, daß auch die 
höheren Differentiale eines freien Vektors und eines Punktes 
wieder freie Vektoren darstellen. 

Da also das Differential eines Punktes sowohl wie das Diffe- 
rential eines Vektors zu Vektoren führen, kann ich, wo es mir 
passend erscheint, die beiden Differentiale durcheinander ersetzen. 

Um die Gesetze der Vektordifferentiation zu gewinnen, 
knüpfe ich an die kartesische Darstellung eines Vektors an: 

a^a^ei + age^ + aseg, 

wo a^y a^, % skalare, aber veränderliche Größen, e^, e^, % 
unveränderliche Einheitsvektoren bedeuten. Ich differentiiere 
die Gleichung und erhalte 

rfa = eida^+ e^da2+ egdoj* 
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150. Differential von innerem und äußerem ProduU. — 
leb nntemiehe weiter, wie sich das innere nnd wie sich das 
änfiere Produkt zweier freier Vektoren gegen Differentiation 
▼erhalten, nm festEnsteOen, in welchen Grenzen die Mnltipli- 
kationsr^eln der Differentiation erhalten bleiben. 

Nehme ich zonachst das innere Produkt, so ist nach Nr. €7: 

a|li « Oifti + OjJg + Ojftj, 

folglich, da rechter Hand nur skalare Größen stehen: 

d![a|li] = {a^dl^+ a^db^ + a^db^)+ Q>^da^ + 6,rfa, + hda^), 

also ergibt sich die Vorschrift 

£l[a|b]=a|£lb + b|Ja, 

insbesondere, wenn b » a gewählt wird: 

J[a|a] = 2a|dfa. 

Für das äußere Produkt zweier freier Vektoren benutze 
ich die Formel aus Nr. 69 

ab « (0^65 - o^Sj) I Ol + (»561 - «163) I eg + {aj)^ - 056^) | e,, 

deren Differentiation liefert 

d[ab]«[a db] + [da b], 

d.h. das Differential eines Bivektors ist wieder ein Bivektor. 
und hier ist die Reihenfolge wohl zu beachten, während sie 
bei der Differentiation skalarer Produkte gleichgültig ist. 
Bei weiterer Differentiation ergibt sich offenbar 

d2[a I b]=: a I d«b + 2da | db + b | d«a, 

d«[ab]=[a d«b] + [d«a b] usw. 

Die Torstehenden Betrachtungen zusammenfassend, kann 
ich sagen: Vektor tmd JBivektor behalten bei der Differentiation 
ihren Charakter beiy wohingegen der Pimkt durch Differentiation 
in einen freien Vädor übergeht Bei der Differentiation des 
äußeren Produktes zweier freier Vektoren ist die Beihenfölge der 
Faktoren von BedeuUmg. 
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151. Übungen. — 1) Zu beweisen^ daB das Differential der 
Ergänzung eines Vektors gleich der Ergänzung des Vektor- 
differentials ist: ä|a=r|da. 

2) Was wird aus dem gdmndenm Vektor bei der Differen- 
tiation? Jeder gebundene Vektor oder Stab ^t sich dar- 
stellen in der Form eines äußeren Produktes zwischen Punkt 
und freiem Vektor, etwa [JEa] = a. Dann wird 

da = [J5? da] + [di; a], 

d. h. das Differential eines Stabes setzt sich aus einem Stab 
und einem freien Bivektor zusammen^ stellt also eine Schraube 
dar. Eine zweite Darstellung ergibt sich^ wenn ich den ge- 
bundenen Vektor als äußeres Produkt zweier Punkte auffasse 
[JEiJEJ = a: 

3) Es ist zu beweisen, daß die Differentiale dt^y de^, de^ 
Vektoren darstellen^ die auf den Vektoren e^ bzw. e^, 63 senk- 
recht stehen. 

4) Zu beweisen^ daß die Einheitsvektoren folgenden 
Differentialidentitäten genügen: 

de^ = [Ol I de^^e^ - [P2\d%]%, 
dOj = [62 1 dejjeg — [% \ dejei. 

Wie lauten die entsprechenden Identitäten im vierdimensionalen 
Raum? (Vgl. Leipziger Akademieberichte 1900, 147.) 

152. Die Differentiälidentität erster Ordnung, welcJie ein 
Fddvektor 8U befriedigen hat. — Ändert sich ein Vektor in 
einem gewissen Bereiche stetig mit dem Orte, so nennt man 
den Bereich das Feld des Vektors und spricht von einem 
Fddvdctor. 

Von einem festen Punkte denke ich mir zwei Koordi- 
natensysteme ausgehend, das eine im ßaume fest, das andere 
um beweglich, und einen Vektor, der, auf das feste System 
bezogen, mit j, im beweglichen System mit i bezeichnet 
werden möge. Die Veränderung, welche der Vektor in der 
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Zeit dt erleidet, werde dj bzw. di genannt^ je naclidem sie 
im festen oder beweglichen System gemessen wird. Auf den 
Achsen des beweglichen Systems seien die Einheitsvektoren 
^1^ ^2f ^3 abgetragen, nnd es sei 

i = «101+^63 +$303, 

^^ hf h) hy ^} ^f ®8 ^^^ ^^^ Variablen t^, t^, - - > abhangen. 
Ich beschnuike die Betrachtnng zunächst auf den Fall einer 
Variablen. 

Dann setzt sich die vektorielle Änderung ^ zusammen 

aus der vektoriellen Veränderung ^9 bezogen auf die beweg- 
lichen Einheitsvektoren, und aus der vektoriellen Veränderung 

des beweglichen Systems, welche ^^^^^ h-^f "^ H~t* + h~Jt 
dargestellt werden kann. Und es entsteht die Relation 

di dj . dCi . de, . de. 

Es kommt jetzt darauf an, Differentialbeziehungen zwischen 
den Ol, e^, 63 abzuleiten. 

Ich weiß, daß die Differentiale äe^, de^y de^ Vektoren 
darstellen. Dieselben müssen sich daher vermittelst der Ein- 
heitsvektoren linear ausdrücken lassen. Ich kann also ansetzen 

de,- = Xie^ + ffie^ + Zte^ (t = 1, 2, s). 

Um die unbekannten Koeffizienten auszuwerten, benutze ich 
die Orthogonalitätsbeziehungen 

e,. I e.. = 1, e. | e* = 0, (i,Ä;=i,2,3; t^Ä), 

aus denen durch Differentiation folgt 

e,|de, = 0, ei|dei + eifc|def==0. 

Multipliziere ich hiemach jede der drei Ausgangsgleichungen 
innerlich mit 6^, e^, 63, so finde ich 

a?i= , yi = — eilde^, ^1= e^lde^, 

Ä^8 = -^8l^^U »3= ^t\d%> ^3= 0. 
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Also bestehen zwischen den Einheitsvektoren folgende Diffe- 
rentialidentitaten 

wenn 

pdt=^e^\de^, qdt==e^\dei, rdt^e^lde^ 

gesetzt wird. 

Diese Differentialidentitaten lassen sich nun in bemerkens- 
werter Weise zusammenziehen. Zu dem Zweck führe ich 
einen neuen Vektor ein 

dann überzeugt man sich sofort^ daß sich de,- ausdrücken läßt 

in der Form der Er^nzung des äußeren Produktes e^n^ so 

daß ich schreiben kann 

de. 

-5/ = |e,n (t-1,2,3). 

Führe ich diese DifiPerentialbeziehungen in den Ausdruck für 
^ — ^ ein, so ergibt sich 



di_di_ . 
dt dt^^^ 



e^n + i^ I e^n + i, | ejU = | [i^e^ + i^e^ + i^e^ n] 



oder di ^j 

und das ist die gesuchte Differentialrelation^ der ein beliebiger 
Vektor zu genügen hat, wenn er von der einen Variablen t 
abhängt. Da es eine Relation zwischen drei Vektoren des 
Eaumes ist, so liest man unmittelbar aus ihr ab, daß die 

/ZI /ZI 

Vektoren 3::> :^> I In stets parallel zu ein und derselben Ebene 

v dt dt ^ ^ ; ; ^,, ... .; , 

hegen. - • - c 



'. • • • - . 
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Ist der Feldyektor eine Funktion von mehreren Variablen 
ti, t^f . . >, so tritt ein System solcher Relationen anf: 

l^-ü-i«»"". H-ü-ii-«,...-, 

nnd wird noch 

gesetzt, so lassen sich dieselben znsammen&ssen in die eine 
Identität 

di-dj=|iii. 

158. GesdmmdigkeitS' u/nd Beschleunigtmgsvektor , Impuls- 
tmd Kraftoektor. — Das Differential eines Punktes stellt die 
Lagenändemng dar, die der materielle Punkt im Zeitelement 

erfahren hat. Ich kann daher -^ als die Geschwindigkeit des 

Punktes P nach Ghröße, Richtung und Sinn deuten. Bezeichnet 
weiter E einen Punkt, der relativ zum Punkte P in Ruhe 
bleibt; so ist dF '^ d{P — E)== dv^ wo r den Radiusyektor, 
gezogen vom festen Punkte E nach einem Punkte der Bahn, 
bezeichnet. Demnach kann ich die Geschwindigkeit Ton P 

yektoriell auch durch -^ » y darstellen. Der zugehörige Im- 

pulsvektor wird erhalten, wenn ich den Geschwindigkeits- 
yektor mit der Masse m des Punktes multipliziere, ist also 
gleich my. 

In gleicher Weise erkenne ich, daß die Beschleunigung 

des Punktes P sowohl durch -ttf als auch durch -jr. =* -^ 

dt* dt* dt 

ausgedrückt werden kann. Für die kinetische Kraft als Ursache 

dieser Beschleunigung erhalte ich dann die Darstellung 

(2'P d*T dj 

WJ-JTT oder m-jT\ = w-rr; wenn der Punkt P mit der Masse m 

belegt •&!;); ;^ ' 
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154. Zerlegtmg der BescTüewnigwng in TangentiaJr und NcrmäJr 
beschleimigimg. — Um die Probleme der Bewegung unter Be- 
rücksichtigung des Widerstandes geometrisch zu behandeln^ 
ist es nötig zu wissen, wie die Beschleunigung einer Bewegung 
von der Krümmung der Bahn abhängt. 

Die Bewegung eines materiellen Punktes erfo^ im all- 
gemeinen in einer Baumkurve. Ist r der Radiusvektor desselben 
zur Zeit t und hat der Punkt auf seiner Bahn von einem be- 
stimmten Anfangspunkt aus den Bogen s durchmessen, so ist 
sein Geschwindigkeitsvektor definiert durch 

dr dr ds 
dt ds dt' 

Nun ist dr = (r -f- dr) — r ein Vektor, der die Richtung der 
Tangente an die Bahnkurve anzeigt. Da sein numerischer 
Wert gleich dem Bogenelement ds ist, nenne ich ihn tdsy 
indem ich unter t einen Einheitsvektor, parallel der Bahn- 
tangente, verstehe. Daher 

Durch Differentiation finde ich den Beschleunigungsvektor 

dt ~ ds\dt) "^ ^57** 
Hier bezeichnet jz die Geschwindigkeit^ jr« die Beschleunigung 

in der Bahn. Um die Bedeutung von j- zu erkennen, gehe 

ich zu einem unendlich benachbarten Punkte der Bahn über, 
welchem die Bogenlänge s + ds und der Einheitsvektor t + dt 
entspricht, dessen Richtung durch die unendlich benachbarte 
Tangente angezeigt wird. Der Vektor dt liegt dann einmal 
in der Ebene, welche durch die beiden Vektoren t und t + dt 
gelegt ist, d. h. in der Schmiegungsebene, zweitens steht er 
auf dem Vektor t senkrecht, denn aus 1 1 1 » 1 folgt durch 
Differentiieren 1 1 dt = 0; d. h. er hat die Richtung der Haupt- 
normale des Bahnpunktes. Und sein numerischer Wert ergibt 
sich, da t ein Einheitsvektor^ gleich dt, wo dt den Eontingenz- 

Jahnke, Vorlesungen über die Vektorenreclbiiing. X4 
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winke! bezeiclmet. Da nun ^ = ~> gleich der ersten Erümmnng, 
so wird der numerische Wert von ^ durch — angegeben. Be- 
zeichnet noch n einen zur Hauptnormale parallelen Einheits- 
vektor, so ergibt sich die Beziehung 

dT _ 1 (dsy d^8 X 
dt~ Q \dt) ^"^ dt*^ 

Der Beschleunigungsvektor jeder Bewegung la&t sich also in 
die Summe zweier Vektoren zerlegen, die aufeinander senkrecht 
stehen. Der eine weist parallel zur Hauptnormale der Bahn, 
und zwar nach dem Erümmungsmittelpunkt hin und ist seinem 

numerischen Wert nach gleich — (~\ y d. i. gleich dem Quadrat 

der Geschwindigkeit multipliziert mit der Krümmung; der 

zweite ist der Bahntangente parallel, und sein Betrag ist gleich 

d^8 

^9 d. i. gleich der Beschleunigung in der Bahn. 

Demnach kann eine gegebene Bewegung stets durch das 
Zusammenwirken einer Tangentialkraft =» m ^ und einer 
Normal- oder Zentripetalkraft => ~(t*) erzeugt werden. 

Für ebene Kurven ist n = 1 1, daher 



dj _ d*8 
Ji'^'di 



u+i©i^ 



155. Im spezieller Fall der Bewegimg eines starren Systems 
von zwei Freiheitsgraden. — Eine Fläche habe die Krümmungs- 
linien 

u = const, V = const. 

Dann betrachte ich in dem Flächenpunkt M an Stelle des 
starren Systems das Dreikant, gebildet aus den beiden Tan- 
genten, die sich in Jlf an die KrümmungsUnien ziehen lassen, 
und aus der Flächennormale. Da diese Kanten aufeinander 
senkrecht stehen, kann ich sie als Vektoren des Systems 
(e^, Og, e^) auffassen, und zwar denke ich mir e^, e^ auf der 
Tangente, die in Jf an die Krümmungslinien v = const bzw. 



Ein spezieller Fall der Bewegung eines starren Systems. 211 

u = const gezogen sind, und 63 auf der flachennormale ab- 
getragen. 

Die Geschwindigkeit, womit sich M in der Erümmungs- 
linie v =« const entlang bewegt, wird dargestellt durch den 

^ Tif 

Vektor -^— > und dieser hat offenbar die Bichtmig des Einheits- 

yektors e^; ebenso ist der Oeschwindigkeitsvektor -^— parallel 
zn e^, demnach kann ich setzen 

dM t^ dM 

^^ if Vi Translationskomponenten des starren Systems bedeuten. 

Der Schnittpunkt der zu M gehörigen Flächennormale 
mit ihren benachbarten Normalen läßt sich darstellen in der 
Form M+ ge^y wo q den ersten Hauptkrümmungsradius be- 
zeichnet. Lasse ich nun bloß u yariieren, so bewegt sich der 
Schnittpunkt mit einer Geschwindigkeit, deren Richtung in 
die Normale fallt. Diese Geschwindigkeit ist mit Bücksicht 
auf Nr. 152 

Folglich muß sein: 

Entsprechend liefert die Krümmungslinie u = const 

Vi+QiPi = ^, «1 = 0, 

wo Q^ den zweiten Hauptkrümmungsradius bedeutet. Beide 
Hauptkrümmungsradien bestimmen sich aus den beiden Be- 
dingungsgleichungen 5 — pg = und 1^1 + (fiPi = 0. Dabei 
bedeuten^, q] Pi, qi Rotationskomponenten des starren Systems. 

Hiemach gewinne ich die Differentialrelationen zwischen 
den Translations- und Rotationskomponenten einmal, indem ich 

zum Ausdruck bringe, daß ■5—5- = ö—^-f das andere Mal, in- 

dem ich ^ — 5- = ^ — 5— ansetze. 
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Die erstere Identität liefert 

oder 

woraus wegen J? = 0, gi = 0: 

Aus der anderen Identität erhalte ich 

^(365-^62) = - ^(r^ 62), 



oder 



^(2«i) =-äi^(i'ie»), 



riCjeg- re,) + e^-^ + i>i 3 e^ - .e» -^ rr^ej + e^-^. 

woraus 

Die gefundenen Differentialrelationen sind als spezielle Fälle 
in den Relationen enthalten^ welche Eirchhoff und Darboux 
zwischen den Translations- und Botationskomponenten eines 
starren Systems , dessen Bewegung yon zwei Parameteni ab- 
hängt^ aufgestellt haben (Eirchhoff^ Vorlesungen über mathe- 
matische Physik^ 4.und5.Yorlesujig, Darboux, Theorie generale 
des surfaces, I, 49, 66, und Lelieuvre, Nouv. Ann. (4) 4, 309 
bis 313). 
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150. Die kinematische OrundglekAung für den starren 
Körper. — Die in Nr. 152 entwickelten Differentialrelationen 
spielen sowohl in der Flächentheorie wie in der Mechanik 
eine fundamentale BoUe. Ich will yon ihnen eine einfache 
Anwendung auf die Kinematik des starren Körpers machen. 
Ich betrachte die Bewegung eines starren Körpers in bezng 
auf ein im Baume festes System mit dem Nullpunkt und 
denke mir mit dem Körper fest yerbunden ein zweites System^ 
dessen Nullpunkt in den Schwerpunkt S des Körpers Mle, 
und auf dessen Achsen die Einheitsvektoren e^, e,; % liegen 
mögen. P sei ein Punkt des Körpers, 

dann ist 

^ ^ ^ 
^^^ ^' dt'^dt dt' 

Anderseits kann ich ansetzen 

r =» icei + yOjj + ^e^, 

wo X, y, z Konstante sind und e^, e^^ e^ von der Zeit ab- 
hängen. Aus der Differentialidentität in 
Nr. 152 finde ich daher 

dr 



Demnach folgt 



oder 



dt 



= ru. 



dg d% I 



T = Tn4-|nr. 




Fig. 82. 



Hier stellt t = -^ die Geschwindigkeit eines Körperpunktes in 
bezug auf das feste System dar, ^o "^ ^ ^® Geschwindigkeit 

des Körperschwerpunktes bezogen auf das feste System, d. i. die 
Translationsgeschwindigkeit, und |ra die Botationsgeschwindig- 
keit, deren Bichtimg durch die Festsetzung bestimmt ist, daß 
das System \ury u, r einem Bechtssystem entspricht (Fig. 32). 
Das ist die kinematische QrundgleieJmng für die allgemeinste 
Bewegung des starren Korpers. 
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157. Die gewoh/iüichen Wurfgesetze. — Bei dem Wurf im 
IdfUeeren Baum ist die Ursache der Bewegangsandenmg die 
Erdschwere^ deren Wirkung, d. i. die Beschleunigung, durch 
den Vektor g gemessen werde. Bezeichnet r die Strecke, 
welche yon einem festen Punkt nach dem beweglichen Massen- 
punkt gezogen ist, so ist diese Beschleunigung gleich j-|^ demnach 
entsteht die Gleichung ^, = g. Ist die Wirkung, also die 
Strecke g, konstant, so folgt durch Integration unmittelbar 

J^ = c + g^; T=:h + et + \gt% 

wo b, C willkürliche konstante Strecken, b die Anfangsgeschwin- 
digkeit, C den Anfangswert von r bezeichnen. Die letzte 
Gleichung sagt aus, daß die drei Vektoren r — b, e und g 
einer und derselben Ebene parallel sind. Die Bewegung yer- 
laufb also in einer Ebene und beschreibt eine Parabel. 

158. Der FIMchensaU hei der Plcmetenhewegimg. — Der 
Radiusvektor r, welcher das Zentrum mit dem Planeten ver- 
bindet, beschreibe im Zeitelement dt die Flache dq> und 
komme dabei in die neue Lage r + dr, dann ist die beschrie- 
bene Flache 

2dsp=r dr, 
woraus 



folglich 



^d4f dr 

^~dt -^ w 

Q d^ d^ . dr dr 



Hier sieht man zunächst, daß der zweite Summand auf der 
rechten Seite verschwindet, weil das äußere Produkt zweier 

gleicher Vektoren Null ist. Aber auch der erste Summand 

d*r 
muß verschwinden. Der Faktor ^r^ ist die Beschleunigung 

des Planeten, also der Ghravitation proportional, und diese ist 
nach dem Zentrum gerichtet. Da nun der Radiusvektor r das 
Zentrum mit dem Planeten verbindet, haben die Faktoren des 
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äußeren Produktes r ^ gleiche Bichtting^ daher ist dieses 

Produkt gleich Null. Folglich ergibt sich -^ = 0, d. h. -^ 

gleich einer konstanten Fläche^ und das ist das erste Kepler - 
sehe Gesetz. 

159. IJhefT die Zweikörperhewegfmg. — Zwei Massenpunkte 
Pf P' bewegen sich frei mit gegebenen Anfangsgeschwindig- 
keiten^ allein ihrer gegenseitigen Anziehung oder Abstoßung 
unterworfen. Ihre Massen seien m, in\ und die Kraft , womit 
sie aufeinander wirken, werde durch den Vektor k dargestellt. 
Alsdann lauten die Lagrangeschen Gleichungen der Bewegung 
in yektorieller Form 

woraus durch Addition 

tmd durch Integration 

dP , ,dP' ^ 

folgt; d. h. die Resultante der Momentanknlffce bleibt nach 
Größe und Richtung konstant. 

Wird noch 

mP + w'P' = (w + w') Po 

gesetzt; wo Pq den Massenmittelpunkt bedeutet ^ so folgt 

(m + «,')^ = c, 

d. h. der Massenmittelpunkt bewegt sich geradlinig mit konstanter 
Geschwindigkeit. 

Multipliziere ich weiter die Ausgangsgleichungen mit P 
bzw. P' äußerlich; so wird 

m[P^ + fn>[P'^] - [Pk] - [P'k] = [P-P' k]. 
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Hier yerschwindet die rechte Seite^ denn in dem äußeren Pro- 
dukt [P - P' k] fallen die Richtungen der Vektoren P - F^ 
und k zusammen. Aus der Gleichung 

folgt dann durcl^ Integration^ da 

dt\r dt\^\r dt*] "^ Idt dt] "^ ^ dt* 

IHi * 

.[pf]+».'[p.f]-« 

oder; wenn E einen beliebigen festen Funkt bedeutet: 

»[(P - E) «^] + „•[(?• - B) 'Jl^] - r, 

d. h. das resultierende Paar der Momentankräfte bleibt während 
der Bewegung nach Oröße und Richtung konstant. Dieses 
Resultat mit dem oben gewonnenen zusammenfassend^ kann 
man sagen: Es bleibt während der Bewegung die Stoßschraube 
nach Gh-öße und Richtung konstant. 

Aus der vorletzten Gleichung lassen sich noch weitere Schlüsse 
ziehen. Auf der linken Seite steht die Summe zweier gebundener 

Vektoren, und zwar bedeutet P-jt die Tangente der Bahn 

im Punkte P und P' -jr die entsprechende Tangente in P'. 

Die Konstante i& auf der rechten Seite bedeutet daher eine 
allgemeine Größe zweiter Stufe, eine Schraube. 

Jetzt multipliziere ich diese Gleichung einmal mit einem 
beliebigen Punkt X, das andere Mal mit einer beliebigen 
Ebene §, so folgt 

Die erste dieser beiden Gleichimgen stellt eine yektorielle Be- 
ziehung zwischen drei Ebenen dar, sagt also aus, daß sich die 
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drei Ebenen in einer Geraden schneiden, und zwar ergibt sich 
der Satz: Legt man durch die Tangenten, welche man in den 
beiden Punkten an ihre Bahnen ziehen kann, und einen be- 
liebigen festen Punkt Ebenen, so schneiden sich alle diese 
Ebenen auf einer festen Ebene, der invariabdn Ebene. 

Die zweite Gleichung liefert eine Beziehung zwischen drei 
Punkten, besagt also, daß die drei Punkte stets köllinear 
liegen. Demnach erhält man den zweiten Satz: Die Tangenten, 
welche man in den beiden Punkten an ihre Bahnen legen 
kann, schneiden eine beliebige feste Ebene in zwei Punkten, 
deren Verbindungslinie stets durch einen und denselben festen 
Punkt geht. 

Der erste Satz rtthrt yon Poinsot, sein duales Gegenstück 
Yon Herrn Mehmke (Zeitschr. f. Math. u. Ph. 49, 96) her. 

100. Die Eukrschen Differeniidlgleiehungen des hräftefreien 
Kreisels. — unter einem kraftefreien Kreisel yerstehe ich einen 
schweren Körper, der in seinem Schwerpunkt aufgehängt 
ist. Erhält derselbe einen einmaligen Impuls, so ist seine Be- 
wegung bekannt, wenn ich weiß, wie sich der Endpunkt des 
Impulsyektors, bezogen auf das mit dem Kreisel fest ver- 
bundene System, bewegt. Ich kann dann den Vektor i der 
Nr. 152 als den Impuls des Körpers deuten, der nur yon einer 
Variablen, der Zeit ^, abhängt. Was den Vektor j anbetrifft, 
so stellt er den Impuls, bezogen auf das im Baume feste 
System, dar. Wenn nun auf den Korper keine weiteren äußeren 
Kräfte einwirken, ist der Impuls im Baume konstant y daher 

^ =» 0. Demnach fließt aus der genannten Nummer die 

Differentialgleichung 

als vektoridle Form der JEkderschen Gleichungen des Jcräflefreien 
Kreisels. Dieselbe findet sich bereits in der Ejreiseltheorie 
von Klein und Sommerfeld mit der Abänderung, daß da- 
selbst der Bivektor im Hamiltonschen Sinn wieder als Vektor 
aufgefaßt ist. 
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Die kinematische Bedentung des Vektors u ergibt sich 
ans folgender Überlegung. Diejenigen Funkte des Ereisels^ 
welche im Zeitelement dt dem Vektor n angehören^ haben 
auf Ghund der obigen Gleichung die Geschwindigkeit Null^ 
alle anderen Punkte bewegen sich mit Geschwindigkeiten, deren 
Vektor auf der Ebene des Biyektors in senkrecht steht, d. h. 
der Ejreisel bewegt sich sO; wie wenn er um die Achse n 
rotierte. Der Vektor u ist daher als der momentane oder in- 
stcmtcme Drehvektor anzusprechen, und der Inhalt der obigen 
Gleichung lautet: Die resultierende Geschwindigkeit eines Ejreisel- 
punktes wird durch einen Vektor dargestellt, der auf dem 
Dreh- und dem Impulsvektor senkrecht steht und so gerichtet 
ist, daß der letztere in den ersteren auf dem kürzesten Wege 
durch eine positive Drehung übergeführt wird, daß also die drei 
Vektoren ein „ßechtssystem" bilden. Die Ghröße der Geschwindig- 
keit wird durch den Inhalt des aus Impuls- und Drehvektor ge- 
bildeten Parallelogramms, der gleich iu sin (i, u) ist, gemessen. 

um die skalare Form der Eulerschen Gleichungen zu 
gewinnen, nenne ich zunächst, in Anlehnung an die in der 
Mechanik übliche Bezeichnung, L, M, N die Impulskoordi- 
naten, bezogen auf das im Kreisel feste System, und Py gt^ r 
die Botationskomponenten in demselben System. Alsdann 
ergibt sich aus der obigen Differentialgleichung: 

Lasse ich nun das mit dem Kreisel verbundene System mit 
dem Hauptträgheitskreuz zusammenfallen und benutze die 
Relationen, welche alsdann zwischen den Impulskomponenten 
und den Komponenten der Rotation bestehen, nämlich 

L^Äp, M^Bq, N=Gr, 

so erhalte ich die Differentialgleichungen 

und das sind die Eulerschen Gleichungen des kräfbefreien 
Kreisels in ihrer gewöhnlichen Form. 
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Dieselben sageu^ rein kinetisch betrachtet^ nichts anderes 
ans, als daß bei der kraftefreien Drehnng eines starren Körpers 
nm einen festen Punkt der Impulsvektor im Baume konstant 
bleibt. 

Der in den Eulerschen Gleichungen auftretende Vektor 
I in hat^ worauf die Herren Klein und Sommerfeld in 
ihrer Kreiseltheorie hingewiesen haben^ noch eine kinetischd 
Bedeutung. Er stellt nämlich den von den Zentrifugalkräften 
herrührenden tmendlich Meinen Drehstoß dar. 

Treten jetzt äußere Kräfte hinzu, so lassen sich diese zu 
einer einzigen Drehkrafb k mit Bezug auf den festen Punkt 
zusammensetzen, so daß ,. 

dt '^ 

wird, und die Eulerschen Gleichungen nehmen alsdann die 
allgemeinere Form an ,. 

Sie bringen in yektorieUer Form die Tatsache zum Ausdruck, 
daß die Anderungsgeschwindigkeit des Impulsvektors im Baume 
gleich der Ton den äußeren Kräften herrührenden Drehkraft ist. 

161. Die Impulsgleichimgen des starren Körpers. — Auf 
die Massenpunkte des starren Körpers mögen die äußeren 
Kräfte k^, k,^ . . . wirken und ihnen die Beschleunigungen 

-j^f -^9 ' • • erteilen. Diesen Beschleunigungen entsprechen 

die Trilgheitskräfte — m^ -~> — m^ -^t • • •; welche ebenfalls an 

den Massenpunkten angreifen. Nach dem d'Alembertschen 
Prinzip müssen die äußeren Knlfbe den TrägheitsknLfben das 
Gleichgewicht halten. Das ist, gemäß dem Prinzip der vir* 
tuellen Arbeit, der Fall, wenn die Arbeit, welche die Kräfte 

kl — Wi ~j kg — '^2-jff • • • bei jeder kinematisch möglichen 

Bewegung leisten, yerschwindet. Es muß also das skalare 
Produkt , 

sein. Nun ist nach der kinematischen Ghnndgleichung in Nr. 150 
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daher muß 

für beliebige Werte der TranslatioBs- und Botationsgeschwindig- 
keiten verschwinden. Dieser Forderung wird nur dann genügt, 

erstens wenn 2 (k,- — nit -^ j = oder 

2;k, = |^27m,T,, 

d. h., wenn die Anderungsgeschwindigkeit des Impulsvektors 
gleich der resultierenden Stoßkraft ist; und zweitens wenn das 

äußere Produkt IjUk^— w»~)u tA verschwindet. Das 

letztere laßt sich schreiben in der Form U 2J r,- (k,- — • m,- -77) • 

[/ <^V\"l <*t/j 

Ti \ki — Mi -j^jj = oder 



2;[r,k,]=2;m,[r,^] 



und daß die Geschwindigkeit -jr- gleich der Differenz v,- — Vq 
ist, so ergibt sich die zweite Bedingung in der Form 

2?[r,kJ =^^[ri m,v,] + [Vo -Tw.vJ. 

Man bezeichnet nun den Vektor UmiJi als Schiebeimpuls oder 

kurz als Impuls und die Ergänzung des Bivektors [r^ m^Tj 

als Drehimpuls, die Summe beider als Impulsschra/uhe und die 

beiden Gleichungen 

d_ 

dt 
^2;[r, w,vJ + rVo 2?m,.vJ = 2;[r,k,] 



Ümifi = 27k| 



als die Impulsgleichtmgen des starren Körpers. 



r 
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102. Die ImpuUgleichimgen des Elektrons. — Die Lnpiils- 
gleichungen des starren Körpers haben in neuester Zeit eine 
erweiterte Anwendung auf das Gebiet der Elektrodynamik 
gefunden. 

Nämlich, bei den elektromagnetischen Schwingungen kann 
man zwei Ghruppen unterscheiden, je nachdem es sich um die 
freien oder um die erzwungenen elektromagnetischen Wellen, 
also insbesondere die elektrischen Wellen in Drähten handelt. 
Die von Maxwell und Hertz geschaffenen Anschauungen haben 
nun bei der zweiten Oruppe durch Einf&hrung des Elektrons 
eine Modifikation erfahren. (Ygl.O. Lummer, Arch. der Math, 
u. Ph. (3) 8, 227—234.) 

Das Elektron, das Atom der negativen Elektrizität, wird 
als eine starre Eugel betrachtet, über welche die Elektrizi1»t 
gleichförmig verteilt ist. Und es wird die Hypothese aufgestellt: 
Wie die Materie an den Yolumenelementen des starren Körpers, 
so haftet die Elektrizität an den Yolumenelementen des starren 
Elektrons. Demnach muß für die Bewegungen des Elektrons 
die kinematische Qrundgleichung des starren Körpers gelten, 
wie sie in Nr. 156 aufgestellt worden ist. Indem ich mich der 
in der Elektronentheorie üblichen Schreibweise anschließe (vgl. 
Abraham, Annalen der Physik (4) 10, 105 — 179), schreibe 
ich diese Gleichung in der Form: 

to =» q + I [ux], 

wo der Yektor q die Translationsgeschwindigkeit des Elektrons^ 
II seine momeniane Rotationsachse und r den vom Mittelpunkt 
nach einem beliebigen Punkt des Elektrons gezogenen Radius- 
vektor bezeichnet. 

Um das vom Elektron erregte elektromagnetische Feld zu 
beschreiben, bedient man sich seit Hertz zweier Yektoren, des 
elektrischen Yektors d und des magnetischen Yektors ^. Aus 
ihnen setzt sich in einfacher Weise ein dritter Yektor 
zusammen, der Poyntingsche oder Energie -YekioT ®, 
welcher durch die Ergänzung des Bivektors [^$] dargestellt 
wird: 
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wo c die Lichtgeschwindigkeit bedeutet. Derselbe bestimmt 
die Energiewandenmg in dem elektromagnetischen Felde: Die 
Bichtung dieser Energiewanderang steht senkrecht zur elek- 
trischen und magnetischen Kraft, in dem Sinne, daß die drei 
Vektoren ^, (B, ^ ein Bechtssystem bilden; und die Energie- 
menge; welche durch jede Flächeneinheit einer zur Wanderungs- 
richtung senkrecht gelegten Ebene in einer Sekunde geht; ist 
gleich dem Flächeninhalt des Parallelogramms mit den Seiten 

(B und $. multipliziert mit dem Faktor - — 

Definiere ich endlich mit Abraham das über den un- 
endlichen Baum erstreckte Integral 



- ^ffß 



9^^J I 19 dv 

als den Impids des Elektrons, 

als den Drehimpuls, bezogen auf den Mittelpunkt des Elek- 
trons, und setzt sich die äußere Stoßschraube aus der 
Schiebekraft St und der Drehkraft & zusammen, so liefern die 
dynamischen Ghnmdgleichungen der vorstehenden Nummer die 
Impulsgleichungen des Elektrons: 

d9 



dt 
d 



dt 



4- [q®] = ®. 



Formal stimmen also die Bewegungsgleichungen des Elektrons 
durchaas mit denjenigen eines starren Körpers in einer idealen 
Flüssigkeit überein. 

Dennoch ist das elektrodynamische Problem weit kom- 
plizierter als dasjenige der Mechanik. Während nämlich hier 
die Komponenten Ton Impuls und Drehimpuls mit der je- 
weiligen Translations- bzw. Botationsgeschwindigkeit linear 
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zasammeoliaiigen, sind der elektromagnetische Impuls und 
Drehimpuls dnrchaas keine linearen Funktionen der momentanen 
Geschwindigkeit. Vielmehr^ da sie durch Integrale über das 
ganze Feld definiert sind, Imngen sie yon der Bewegong ab, 
die das Elektron yon Anbeginn an bis znm gegenwärtigen 
Zeitpunkt aosgefOhrt hat. Nor in dem speziellen Fall der 
quasistationären Bewegimg, wie bei langsamen Eathodenstrahlen^ 
nehmen die in Bede stehenden Relationen lineare Form an. 

103. Polare und cmale Vektoren und Bivektoren. — Ich 
nehme den in der yorigen Nummer gemachten Exkurs in die 
Elektrizitätslehre zum Anlaß, um yon einem Einteilungsprinzip 
bei den Vektoren zu sprechen, welches Maxwell in die 
physikalische Richtung der Yektoranalysis eingeführt hat, und 
welches mit der Unterscheidung zwischen Vektor und Biyektor 
in der Graßmannschen Richtung der Vektoranalysis eng zu- 
sammenhängt. Maxwell unterscheidet nämlich zwischen trans- 
latorischen und rotatorischen oder wie man neuerdings, nach 
W.Voigt, sagt, zwischen polaren und axialen Vektoren. Auf 
diesen unterschied kommt man, wenn man — was bisher 
allerdings nicht geschehen ist — Inversionen des Koordinaten- 
systems in Betracht zieht. 

Geht man yom Vektor als Differenz zweier Punkte aus 
imd führt den Biyektor als äußeres Produkt zweier solcher 
Vektoren ein, so kann man nach der Veränderung fri^en, 
welche Vektor und Bivektor erleiden, wenn das Rechtssystem 
durch das Linkssystem ersetzt wird. Es zeigt sich, daß der 
Vektor bei Inyersion das Vorzeichen wechselt, während der 
Biyektor und folglich auch seine Er^Lnzung das Vorzeichen 
bewahren. Der Vektor a, definiert als Differenz zweier Punkte, 
hat polaren Charakter, seine Er^Lnzung liefert einen polaren 
Biyektor; der Biyektor [bc], definiert als äußeres Produkt 
zweier solcher Vektoren, hat axialen Charakter, imd seine 
Er^mzung Hl)c] liefert einen axialen Vektor. Daraus folgt, 
daß das äußere Produkt aus einem polaren und einem axialen 
Vektor, [a | bc], zu einem polaren Biyektor und seine Er- 
gänzung zu einem polaren Vektor führt, daß dagegen das äußere 
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Produkt ans zwei axialen Vektoren, [|ad | bc] = |[ad bc], 
einen axialen Biyektor und seine Erginznng einen axialen 
Vektor liefert Will ich also über die Natur eines geometrischen 
oder dynamischen oder physikalischen Vektors etwas aussagen, 
so habe ich seine Entstehung bzw. seine Definition zu beachten. 
In diesem Sinne ist der gebundene Vektor als Verbindung 
zweier Funkte polar, als Schnitt zweier Ebenen axial. Kraft 
bzw. Enlfbepaar der Statik und entsprechend Schiebung bzw. 
Drehung der Eonematik besitzen polaren bzw. axialen Charakter; 
da in der Elektrizifötslehre der elektrische Vektor als polarer, 
der magnetische Vektor als axialer Vektor angesprochen wird, 
so ist der Poyntingsche Vektor polarer Natur. 
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Differentialoperator und Tensor mit Anwendungen 
anf die Meehanik des deformierbaren Körpers. 

164. Definition von CuH, Divergenz tmd Gradient, — Für 
die mathematische Physik sind eine Reihe von Differentialformen 
von besonderer Wichtigkeit, die sich ans einem Yektor oder 
Skalar dnrch änßere oder innere Multiplikation mit einem 
yektoriellen oder skalaren Differentialoperator herleiten lassen. 

Ich will zunächst die beiden wichtigsten Vektoren 
definieren, welche aus einem Yektor entspringen, wenn der- 
selbe äußerlich oder innerlich mit einem vektorielien Differential' 
Operator multipliziert wird. 

Der Feldvektor 

A^a^e^+a^e^ + a^e^ 

sei eine Funktion der Yariabehi Xy y, z, dann folgt 

— — ^^ A 4- ^f^ A 4_ ^ A 

dz "" a^s ®i"^ dz ®2i-ä7«8- 

Multipliziere ich diese Gleichungen nacheinander äußerlich mit 
e^ bzw. Og, %, so ergibt sich durch Addition 

\dx oyj ' '^ 

und das ist ein Bivektor, dessen Er^Lnzung nach Maxwell 
als Owrl des Yektors a bezeichnet wird: 

Jahnke, Vorlesungen Hber die VektoTenxechnung. ^5 
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Die Gurloperation laßt sich als die Er^mzung einer änßeren 
Multiplikation des Vektors a mit dem von Hamilton ein- 
gefOhrten vekiorietlen Operator (spricli nabld) 

anffassen^ also 

cnrl a = | [Va]. 

Nehme ich statt des einfachen Vektors a den Biyektor | a^ so 
tritt an die Stelle des Nabla- Operators seine Ergänzung und 
es wird, wegen | [| V | a] = [Va] 

cnrl I a == [Va] = | curl a, 

d. h. der Carl zu der Ergänzung eines Vektors ist gleich der 
Ergänzung zu dem Curl des Vektors. 

Multipliziere ich andrerseits die Gleichungen des obigen 
Gleichungstripels nacheinander innerlicJi mit e^ bzw. e^, 63, so 
erhalte ich nach Addition 

I ^* _L Ä I ^* _L Ä I ^* — ^^1 _L ^*« _L ^*» 

und das ist ein Skalar, der nach W. E. Glifford die Divergenz 
des Vektors a genannt wird, also 

diva = ^ + ^ + ^. 
Ox dy dz 

Die Divergenzoperation läßt sich als eine innere Multiplikation 
des Vektors a mit dem vektoridlen Operator V auffassen: 

div a = [V I a]. 

Nehme ich statt des Vektors a seine Er^Lnzung, so ist der 
Nabla- Operator wieder durch seine Ergänzung zu ersetzen, und 
es Tirird 

div I a = [| V 1 1 a] = I [V I a] « div a, 

d. h. die Divergenz zu der Er^nzung eines Vektors ist gleich 
der Divergenz des Vektors selber. 

Wahrend also die Divergenzoperation den Vektor und 
Bivektor in Skalare verwandelt, läßt die Curloperation aus 
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dem Vektor und dem Bivektor wieder einen Vektor bzw. Bi- 
vektor entspringen, und zwar ist der Gurl eines polaren 
(axialen) Vektors bzw. Bivektors offenbar axial (polar). Der 
Nabla- Operator ist stets polar. 

Aus der Reihe anderer Differentialformen, die in der 
mathematischen Physik Verwendung finden, begnüge ich mich, 
noch eine herauszugreifen. 

Multipliziere ich den vektoriellen Operator V mit einem 
Skalar a, so erhalte ich 

•-• du . da . da 

und das ist ein Vektor, der, negativ genommen, als Oradient 
oder OefcUle des Skalars a bezeichnet wird, also 

grad a «= — ■ Va. 

Hierdurch wird jedem Skalarfeld ein Vektorfeld zugeordnet. 
Das Quadrat des numerischen Wertes dieses Vektors wird 

durch die Summe i^j + i^j + (-J-\ angegeben, welche be- 
kanntlich nichts anderes als der Lamesche Differentialparameter 
erster Ordnung ist. 

165. Deutung des Cutis in der Kinematik des starren 
Körpers, — Ich gehe aus von der kinematischen Ghrund- 
gleichung des starren Körpers in Nr. 156: 

T =3 To + I ur 

und erinnere daran, daß der Translationsvektor T^ und der 

Drehvektor u für alle Punkte des Korpers konstant sind. Nehme 

ich jetzt auf beiden Seiten den Gurl, so erhalte ich wegen 

curl Ta = 0: , , , 

" curl T = curl | ur. 

um die rechte Seite auszuwerten; setze ich an 

r = a;ei + yeg + se^, u ^pe^ + i^+ r%^ 
so daß 

I ur ^ {eq - yr) e^ + {xr — zp) e^ + {yp - xq) % 
wird; demnach 
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- 2p e^ + 2g e^ + 2r e, - 2n, 

d. h. der halbe Carl der Weggeschwindigkeit des starren Körpers 
ist nichts anderes ab seine Drehgeschwindigkeit. 

166. Deutung des Curls in der Kinematik des deformier- 
baren Körpers. — Beschranke ich die Betrachtung auf un- 
endlich kleine FomuLnderungen^ dann kann ich die Zustands- 
änderung eines elastischen Körpers als eine Superposition von 
Translation; Rotation und Dilatation aufEMsen. Führe ich 
nun den Yerschiebungsvektor ue^ + ve2 + we^ ein, so haben 
insbesondere die Komponenten der unendlich kleinen Botation 

1 (|f - 1^), ^ di,„ ^d, doppelt ^onun«, i>i»hte iu>d«i« 

als die Komponenten des Curls von u^ so daß ich sagen kann: 
der halbe Curl des Yerschiebungsvektors eines deformierbaren 
Körpers gibt seine Drehgeschwindigkeit. 

Deute ich den Vektor we^ + t^e^ + wOj als den Geschwindig- 
keitsvektor einer Flüssigkeitsströmung; so liefert der halbe 
Curl desselben ein Maß für die Wirbel- oder Quirlintensitat. 

Dies ist der Grund, weshalb Maxwell das eine Mal die 
Bezeichnung rot a (sprich rotation a), das andere Mal curl a 
in Vorschkg gebracht hat. 

167. Das quetlenfreie und das vmbdfreie Fdd. — Ver- 
schwindet der Curl eines Feldvektors a, so müssen seine Kom- 
ponenten die Bedingungen erfüllen: 

.0, 

alsdann lassen sich die Komponenten a^, a^y a^ als Ableitungen 
einer und derselben Funktion % der skalaren Potentialfunktion, 
auffassen. Ein Vektorfeld, das ein skalares Potential besitzt, 
heißt potentiell oder wirbdfrei. 



dy 1i ^' 


dz dx ' 


da, da^ 

dx dy 
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Yerschwindet die Divergenz eines Feldvektors a^ so lassen 
sich seine Komponenten auf die Form bringen 

^'^ dy dz ' ^"^ ^« dx ^ ^'^ dx dy ^ 
wo 

SP -* 9i ®i + 92 eg + 93 e» 

das Yektorpotential des Vektorfeldes bedeutet. Man nennt 
ein solches Feld sölenoidal oder quellenfrei. 

Endlich; verschwindet der Gradient eines Skalars a^ so ist 

^^»-O ^^—0 ^^=0 

und man sagt^ das Skalarfeld sei ohne Gefalie. 

Läßt sich nun ein Vektorfeld a als Gradient eines Skalars g> 

ansehen^ 

a=-grad9?, 

so ist das Vektorfeld wirbelfrei^ denn bilde ich 

curl a a= curl grad q>, 
so erhalte ich 

d. h. curl a verschwindet in diesem Fall, also 

curl grad 9? =» 0. 

Nehme ich noch die Divergenz dieses Feldvektors, so wird 

div grad y =« — Aq>, 
wo A den wohlbekannten Lameschen Differentialparameter 
zweiter Ordnung -^ + -g-^ + -g-? bedeutet. 

Dagegen, laßt sich ein Vektorfeld a als Curl eines anderen 

darstellen, 

a == curl g>, 

so ist dasselbe quellenfrei, denn bilde ich div a «= div curl % 
so erhalte ich 
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di,.-to((^-^)..+(^-^)..+(^-^)..) 

^y3ar dzdx dzdy dxdy dxdz dydz^ 
d. h. diy a verschwindet in diesem Fall; also 

• div curl jp = 0. 

168. TJhmgen. — 1) Zu beweisen, daß 

div r = 3, curl r -= 0, 
div (wa) = w div a — [a I grad m], 
div [a b] =» [b I curl a] — [a | curl b], 
curl(wa)= m curl a — | [grad m a]. 

2) Der Gaußsche Satz spricht die Transformation eines 
Baumintegrals in ein Oberflächenintegral aus. In der Sprache 
der gewöhnlichen Analysis lautet er: 

J (fe + 15 + ^5)^^=^ "V K ^^^ (^' ^) + o^ cos (»,y) 

+ Oj cos (», j2f)) dSj 

wo (2t7 ein Element des begrenzten Raumes Vy ds ein Element 
seiner Oberfläche und n die nach innen gerichtete Normale 
dieser Oberfläche bedeuten. Fasse ich hier a^; o^, ag als die 
Komponenten des Vektors S auf, dessen nach der Richtung n 
gemessene Komponente @n genannt werde, dann nimmt der 
Satz die einfache Gestalt an 

Jdiv S dt? = — /©n ds. 

3) Bezeichnen X, Y, Z] Z, M, N die Komponenten des 
vom Elektron erregten elektrischen bzw. magnetischen Feldes, 
^i; ^2; ^8 ^^ Geschwindigkeitskomponenten für die Punkte 
des Elektrons, dann lauten die Lorentzschen Feldgleichungen 
in Koordinatenform wie folgt 
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1 dX ^^_i^_i^*^. 1 dL ^dZ dY 

e dt ^1^ dz c ^1' c dt Jy dz' 

}^ST^dI^_dN__^ 1 dM ^dX dZ 

c dt dz dx c *' c dt dz dx 
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dx 


dL 


dM 


dN 



£az^ailf_^_4«9 1 dN ^dY dX 

c "Wt dx dy c ^' c dt dx ^y 

dX , dY , dZ , ^^ . ^^ , .j.. r. 

Ji + 7^ + di^ *^<^^ a^ + ^ + ä7 ^ ^' 

wo Q die räumliche Dichte der Elektrizität bedeutet. In der 
Yektorsprache ziehen sich diese Gleichungen zusammen zu der 
Form: 

div (i = 4:aQ, div § =» 0. 

Für den freien Äther sowie für Dielektrika ist p = zu setzen. 
In diesem Falle^ wo sich also in dem betrachteten Raum keine 
elektrischen Ladungen vorfinden; ist das elektromagnetische 
Vektorfeld quellenfrei; und die Gleichungen nehmen die Max- 
well-Hertzsche Form an. 

4) Die Bewegungsgleichungen elastischer Körper haben 
die klassische Form 

^ dt '^ ^ dx dy dz 

dt>, .,, sr, ar^ ar. 



i^^-i^Y - 



^5 > 



dt ^ dx dy oz 

wo X, Yy Z die Komponenten der auf ein Yolumenelement des 
Körpers wirkenden äußeren Krafb^ bezogen auf die Masseneinheit; 
Xxy Xyy Xgy Yx , • • • die Komponenten der Drucke, welche 
auf die Flächenelemente eines Yolumenelementes ausgeübt 
werden, bezogen auf die Flächeneinheit, und /i die Dichtigkeit 
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dieses Elementes bezeichnen, um diese Gleichungen vektoriell 
zu kondensieren, multipliziere ich sie mit e^, e,, 63 und führe 
den Geschwindigkeitsvektor 

den Vektor der äußeren Kraft; bezogen auf die Masseneinheit; 

und die Vektoren der resultierenden Spannungen, bezogen auf 
die Flacheneinheit, 

V2 ~ -^y ^ + ^y ^2 + ^9 %> 

fP3=Z,ei+ r,e2 + Z,e3 

ein, dann zieht sich das Gleichungssystem in die eine Gleichung 
zusammen: ^ « ^ 

welche zum unmittelbaren Ausdruck bringt, daß an jeder 
Stelle des Körpers für ein Volumenelement mit den Kanten 
e^, Cg, 63 die Summe sämtlicher einwirkenden Kräfte ver- 
schwinden muß (vgl. V. Fischer, Joum. f. d. reine u. angew. 
Math. 126, 233—239). 

169. Algebraische Midüplikation. — Die bisherigen Ent- 
wickelungen stehen im Zeichen der äußeren imd inneren 
Multiplikation, und diese beiden Produktarten genügen, um 
die Bewegung des starren Körpers zu beherrschen. Die 
Mechanik der deformierbaren Körper verlangt die EinfOhrung 
einer dritten Multiplikationsart, und das ist die algebraische 
MiUUpUkation extensiver Größen. 

Zwei extensive Größen heißen algebraisch rnuttipliziertj 

wenn, für die Einheiten, aus denen sie abgeleitet sind, das 

Jcommutative Gesetz 

©» ©jfe = ©jb ©» 

fik beliebige Werte der Indizes besteht 
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Ich will zum Schlnsse meiner YorleBongeii noch hierauf 
kurz eingehen, beschranke aber die Betrachtung auf die 
algebraische Multiplikation freier Vektoren. 

Ich bezeichne das algebraische Produkt der beiden Vektoren 
fty b durch a-b; also unter Zuhilfenahme eines zwischen a und b 
gesetzten Punktes, so daß nunmehr zwischen dem äußeren 
Produkt [ab] »ab, dem inneren Produkt [a|b]«>a|b und 
dem algebraischen Produkt a-b zu unterscheiden ist 

Nehme ich jetzt die beiden Vektoren in der Darstellung 

a=»aiei +0863 + 0568 
b»6i6i + 6,62+6363, 

so folgt durch algebraische Multiplikation 

a-b =- Ol 61 6i>+ Og 62 63*+ Oj 63 63*+ (oj 63 + 03 62) 63- 63 

+ (03 61 + Ol 63) 63- 61 + (Oi 63 + O3 61) 61-63, 

und hier sind die Produkte der Einheiten 6^, 63, 63, nämlich 

©1 ; 63, 63, 2 63 «63, 2 63-61, 2 61*63, 

als sechs neue, linear Toneinander unabhängige Einheiten auf- 
zufassen. Demnach hängt das algebraische Produkt zweier 
freier Vektoren von sechs Koordinaten ab, ebenso wie das 
äußere Produkt zweier Punkte oder der gebundene Vektor. 
Während aber zwischen den sechs Koordinaten des letzteren 
die bekannte Linienkoordinatenidentität besteht, sind die sechs 
Koordinaten des algebraischen Produktes voneinander un- 
abhängig. 

170. Tensor, — Ich nenne das Produkt a-b nach dem 
Vorgange von J.W. Gibbs und W.Voigt einen Tensor^) und 
die skalaren Gh-ößen 

0161,0363,0353, iCoa&s + ^sM; iK&i + »163), ^(0163 + 0361) 

die Tens(yrlooQrdmakn oder Ten5orÄ:omponen^. 

1) Der Name „Tensor" wird von Hamilton in abweichender Be- 
dentang gebraucht, nämlich um di^ Länge des Vektors a zu bezeichnen. 
Statt dessen habe ich von dem ,,namerischen Wert" oder auch Betrag 
des Vektors a gesprochen. 

Jahnke, Vorlesimgen ttbor die Vektorenrechniing. 15* 
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Der Tensor laßt sich als ein Vektor im Baume von sechs 
Dimensionen anffassen. Will ich diese AufGEUSsnng auch in der 
SchreibweiBe zum AuBdruck bringen, dann kann ich das System 
der Einheiten e^*, 63*, 63*, 2 e^ej, 2 ©8-©i, 2 ©i-e^ durch 
^19 hf hf ^49 ^5) ^6 ersetzen und diese Einheiten analogen 
Bedingungen unterwerfen^ wie sie Ton den Einheiten im B^ 
erfüllt werden: 

[Bi I 6f] = 1, [Bi 6»] = (t, Ä; = 0, 1, . . . 6, i^k). 

Der Tensor hat dann die folgende Darstellung 

171. DeuUing des Tensors in der Kinematik der Kontinua. — 
Ich betrachte die Zustandsänderung eines elastischen Körpers 
im Zeitelement. Da die Bewegung des Körpers als eines 
starren keine elastischen Kräfte hervorruft^ will ich von der 
Translation und Rotation absehen und mich auf die homogene 
Deformation beschränken. Diese ist durch sechs^ voneinander 
unabhängige Größen^ die Dehnungen und Gleitungen, be- 
stimmt; welche unter der Voraussetzung, daß die Formänderung 
und Rotation unendlich klein sei, die Werte annehmen 

du ^^ _L ^^ 

dv dw , du 

yy"!^' •*« = *' = äi + ^' 

dw du , dv 

^'=^W ""y^y-^d^ + di' 

Ich kann daher den Tensor als die homogene Deformation des 
elastischen Körpers deuten. Und in dem Fall, wo die 
Dehnungen und Gleitungen obige Werte annehmen, läßt 
sich der Tensor als algebraisches Produkt des Verschiebungs- 
vektors und des Nabla- Operators: 

auffassen, und umgekehrt stellt jedes solches algebraisches 
Produkt den Deformationstensor bei einer unendlich kleinen 
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Formänderung des elastischen Körpers dar, die mit einer un- 
endlich kleinen Rotation verhunden ist (vgl. W. Voigt, Göttinger 
Nachrichten 1904, 495-513). 

172. Die Unem-e VMyrfunktion. — Tensoren treten nicht 
bloß in der Elastizitatslehre auf, sie spielen überall da in 
der mathematischen Physik eine Rolle, wo lineare Beziehungen 
zwischen Vektorfeldern, d. h. lineare Vektorfnnktionen auftreten. 

Der Vektor b =- fei e^ + 62 ®2 + 63 ©s heißt eine Imeare 
Vektorfu/nJction des Vektors a «» di^i + c^^^ + ds^sy wenn 
zwischen ihren Komponenten lineare Beziehungen bestehen 
der Form 

^1 "= ^11 % + ^12 ^2 + 618 «3, 

h "^ hl ^1 + ^22 ^2 + ^28 ^8; 

63 == ^81 ^1 +hi^+ fe«s ^• 

Ist nun bik =» bu, so läßt sich das Koeffizientensystem der 
linearen Vektorfunktion als Komponenten eines Tensors ansehen, 
und iranz allgemein trilt der Stokessche Satz, den ich mich be- 
gnüge hier Lr^lZ, daß sich jede line»;« Yektorfmiktion 
als Summe eines Tensors und eines Vektors darstellen laßt. 

um auch auf eine Verwendung Ton Tensor und linearer 
Vektorfunktion im Gebiete der Elektrizitatslehre hinzuweisen, 
sei bemerkt, daß, wie Abraham gefunden, die Beziehung 
zwischen Kraft und Beschleunigung in der Dynamik des 
Elektrons durch eine lineare Vektorfunktion dargestellt werden 
kann^ sowie daß die elektromagnetische Masse, das Koeffizienten- 
system dieser linearen Vektorfnnktion, ein Tensor von rota- 
torischer Symmetrie ist, dessen Symmetrieachse .durch die 
Bewegungsrichtung des Elektrons bestimmt ist. 



